
1393-1394 بهار ترم شبکه، اطلاعات نظریه
گوهري زاده امین مدرس:

متقارن باینري کانال و گوسی کانال باینري؛ و گوسی توزیع شباهت

این در دارد. وجود آن ها میان زیادي مفهومی ارتباطات اما هستند متفاوت پیوسته و گسسته منابع تحلیل هاي هرچند
بخش این هدف است. توجه قابل گوسی کانال و متقارن باینري کانال آن تبع به و باینري و گوسی توزیع بین شباهت میان
بررسی جهت گوسی کانال و توزیع از شده کسب شهود از استفاده بحث این کاربرد میباشد. دو این میان شباهت بیان
میکند. آسان بسیار را قضایا از برخی اثبات که است سودمندي بسیار خواص داراي گوسی توزیع میباشد. گسسته کانال هاي
جالب خواص از برخی باینري توزیع که دید خواهیم هستند. هم از مستقل ناهمبسته گوسی مشترکا متغیر دو هر مثلا

دارد. را گوسی توزیع

توزیع دو هاي شباهت 1
صورت این در باشد. N (0, σ2) گوسی توزیع از i.i.d. دنباله یک (Z1, Z2, · · · , Zn) که کنید فرض

fZ1,Z2,··· ,Zn(z1, z2, · · · , zn) =
n∏

i=1

1√
2πσ2

e−
z2i
2σ2

=
1

(2πσ2)
n
2

e−
∑n

i=1

z2i
2σ2 ,

فاصله با نقطه دو در چگالی تابع یعنی دارد. ربط
√∑n

i=1 z
2
i یعنی (z1, z2, · · · , zn) مبدا از اقلیدسی فاصله به تنها که

توزیع n = 2 براي مثلا دارد. مبدا به نسبت دوران به نسبت تقارن توزیع و هستند برابر هم با مبدا از یکسان اقلیدسی
دهد. می نشان را مبدا به نسبت آن دورانی تقارن که است آمده زیر شکل در بعدي دو گوسی
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(b1, b2, · · · , bn) ∈ دنباله هر براي برنولیB(p)باشد، توزیع از i.i.d. دنباله یک (B1, B2, · · · , Bn) اگر دیگر طرف از
n-بعدي) مکعب رئوس (یعنی {0, 1}n

pB1,B2,··· ,Bn(b1, b2, · · · , bn) =
n∏

i=1

pbi(1− p)1−bi

=

n∏
i=1

(1− p)(
p

1− p
)bi

= (1− p)n(
p

1− p
)
∑n

i=1 bi ,

با نقطه دو در احتمال وزن تابع یعنی دارد. ربط ∑n
i=1 bi یعنی (b1, b2, · · · , bn) مبدا از همینگ فاصله به تنها که

هستند. برابر هم با مبدا از یکسان همینگ فاصله

بودن نوعی هندسی تعبیر و ها توزیع حدي شدن متمرکز 1 . 1
داریم: بزرگ اعداد قانون طبق باشد. N (0, σ2) گوسی توزیع از i.i.d. دنباله یک (Z1, Z2, · · · , Zn) که کنید فرض

1

n

n∑
i=1

Z2
i → E[Z2] = σ2.

حد ϵ > 0 هر براي تر دقیق بصورت بود. خواهد
√
nσ2 حدود (Z1, Z2, · · · , Zn) مبدا از فاصله زیاد احتمال با پس

داریم: n → ∞ براي را زیر

P

(√
n(σ2 − ϵ) ≤

√
Z2
1 + Z2

2 + · · ·+ Z2
n ≤

√
n(σ2 + ϵ)

)
→ 1.

داریم: بزرگ اعداد قانون طبق باشد، B(p) برنولی توزیع از i.i.d. دنباله یک (B1, B2, · · · , Bn) اگر دیگر طرف از

1

n

n∑
i=1

Bi → E[B] = p.

ϵ > 0 هر براي تر دقیق بصورت بود. خواهد np حدود (B1, B2, · · · , Bn) مبدا از همینگ فاصله زیاد احتمال با پس
داریم: n → ∞ براي را زیر حد

P

(
n(p− ϵ) ≤ B1 +B2 + · · ·+Bn ≤ n(p+ ϵ)

)
→ 1.

n = 2 حالت (مثل همچنان توزیع شکل که میدهد رخ حالی در گوسی توزیع حدي شدن متمرکز که کنید توجه
توزیع مبدا از فاصله شدن زیاد با و میدهد رخ مبدا در توزیع ماکزیمم مقدار و است اي زنگوله دیدیم) قبل شکل در که
یک و صفر از تایی n هاي دنباله تمام میان از p(B = 0) > 1

2 فرض با برنولی توزیع مورد در همینطور یابد. می کاهش
عنوان به نباید را زنگوله شکل داشتن و توزیع حدي شدن متمرکز اما است. ماکزیمم احتمال داراي (مبدا) صفر تمام دنباله
همواره و آمده بدست بعدي سه هندسه در زندگی با داریم، هندسی اشکال از ما که شهودي زیرا کرد قلمداد تناقض یک
که بگیرید نظر در را زیر مساله میدهد، رخ اینجا در که اي پدیده استنباط جهت نیست. بعدي n فضاهاي به تعمیم قابل
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بصورت که کنید فرض میکند. منتقل را مربوطه شهود اما ندارد، گوسی توزیع مورد در ما بحث به مستقیمی ربط اگرچه
انتخابی نقطه زیاد احتمال با که میکنیم ادعا کنیم. انتخاب واحد شعاع به بعدي n کره یک درون از را اي نقطه یکنواخت
سطح به یافتگی تمرکز پدیده موضوع این است). یکنواخت کره حجم در توزیع تابع اینکه (با بود خواهد کره سطح نزدیک
با است برابر باشد، داشته کره مرز از ϵ از بیشتر فاصله نقطه اینکه احتمال که کنید توجه اثبات جهت میدهد. نشان را کره
به 1− ϵ شعاع با کره یک مساحت نسبت با برابر احتمال این باشد. 1− ϵ مساوي کمتر مبدا از نقطه فاصله اینکه احتمال
پس است. ثابت یک cn آن در که است cnrn برابر r شعاع به بعدي n کره یک حجم است. یک شعاع به کره یک حجم

با است برابر ها حجم نسبت
(1− ϵ)n

1n
= (1− ϵ)n,

میرود. صفر سمت به n شدن بزرگ با ϵ > 0 هر براي که

نشان باشد. σ واریانس با غیرگوسی دلخواه توزیع از i.i.d. دنباله یک (Z1, Z2, · · · , Zn) که کنید فرض 1 تمرین
کره روي نقطه هم باز یعنی بود. خواهد

√
nσ2 حدود (Z1, Z2, · · · , Zn) مبدا از فاصله زیاد احتمال با هم باز که دهید

نیست. یکنواخت لزوما کره این سطح روي القایی توزیع که دهید نشان مثال یک با اما گرفت. خواهد قرار
√
nσ2 شعاع با

بگیرید. نظر در را نمایی توزیع راهنمایی:

بودن نوعی هندسی تعبیر 2
میشود: تعریف زیر بشکل برنولی توزیع براي نوعی مجموعه

T (n) =
{
(b1, b2, · · · , bn) ∈ {0, 1}n : #(bi = 1) ≈ np

}
.

است. np تقریبا مبدا از آنها همینگ فاصله که نقاطی مجموعه یعنی
میشود: تعریف زیر بشکل گوسی توزیع براي نوعی مجموعه

T (n) =
{
(z1, z2, · · · , zn) ∈ Rn : − ln

[
f(z1, z2, · · · , zn)

]
≈ nh(Z)

}
.

که آنجایی از اما

fZ1,Z2,··· ,Zn(z1, z2, · · · , zn) =
1

(2πσ2)
n
2

e−
∑n

i=1

z2i
2σ2 ,

h(Z) =
1

2
ln(2πeσ2).

داریم: جایگذاري با

T (n) =
{
(z1, z2, · · · , zn) ∈ Rn : − ln

1

(2πσ2)
n
2

+

n∑
i=1

z2i
2σ2

≈ n

2
ln(2πeσ2)

}
.
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داریم: سازي ساده از پس

T (n) =
{
(z1, z2, · · · , zn) ∈ Rn :

n∑
i=1

z2i
σ2

≈ n
}
.

یا
T (n) =

{
(z1, z2, · · · , zn) ∈ Rn :

n∑
i=1

z2i ≈ nσ2
}
.

√
nσ2 شعاع به کره پوسته نوعی مجموعه یعنی است.

√
nσ2 تقریبا مبدا از آنها اقلیدسی فاصله که نقاطی مجموعه یعنی

میتوان پس دارد. قرار آن پوسته اطراف بالا بعد در کره یک حجم اکثر دیدیم قبل زیربخش در که همانطور اما میباشد.
گرفت. نظر در نیز مبدا حول

√
nσ2 شعاع به کره درون نقاط مجموعه عنوان به را نوعی مجموعه

اقلیدسی فاصله که حالی در است، n حداکثر تایی n دنباله دو همینگ فاصله که داشت توجه باید نکته این به نهایتا
ندارد. کرانی و شود زیاد دلخواه میزان به میتواند حقیقی تایی n دنباله دو

دنباله دو میان فاصله و بودن نوعی مشترکا 1 . 2
گوسی متغیر و a حقیقی عدد که کرد ثابت میتوان صورت این در باشند. گوسی مشترکا متغیرهاي Z,W که کنید فرض

بطوریکه دارد وجود W از مستقل N
Z = aW +N.

Z,W از مستقل نسخه n اگر میشود.1 ساخته جمعی گوسی کانال یک از آن گذر و a ضریب یک در W ضرب با Z یعنی
باشیم: داشته

(Z1,W1), (Z2,W2), · · · , (Zn,Wn)

کنیم تعریف میتوانیم آنوقت
Ni = Zi − aWi, i = 1, 2, · · · , n.

با کره یک سطح روي را (W1,W2, · · · ,Wn) نقطه ابتدا آید: می بدست اینگونه (Z1, Z2, · · · , Zn) نقطه آنوقت
چون میکنیم. جمع (N1, N2, · · · , Nn) بردار با و کرده ضرب a در را آن سپس میکنیم. انتخاب

√
nσ2

W شعاع
شعاع به سطح روي (N1, · · · , Nn) نقطه موقعیت میباشد، (W1,W2, · · · ,Wn) از مستقل (N1, N2, · · · , Nn)

(aW1, aW2, · · · , aWn) نقطه دو اینکه مهم نتیجه میباشد. (W1,W2, · · · ,Wn) نقطه موقعیت از مستقل
√

nσ2
N

دارند. همدیگر با
√

nσ2
N حدود در اي فاصله زیاد احتمال با (Z1, Z2, · · · , Zn) و

BSC کانال یک از D گذر حاصل آنها از B بطوریکه بگیرید نظر در را دودویی الفباي با B,D متغیر دو مشابها
دیگر عبارت به باشد.

B = D ⊕ E,

است. مستقل W از که دارد وجود ( Z − aW (یعنی Z,W از خطی ترکیب یک که میدهد نتیجه موضوع 1این
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لذا 2 است. XOR یا و دو پیمانه به جمع ⊕ از منظور و است D از مستقل برنولی متغیر یک و کانال نویز E آن در که
جمع مدل به توجه با فوق کانال دو میان شباهت هاي هستند. شونده جمع باینري و گوسی کانال دو هر که گفت می توان

باشیم: داشته B,D از مستقل نسخه n اگر تر دقیق بصورت است. حس قابل آن ها مشابه شونده

(B1, D1), (B2, D2), · · · , (Bn, Dn)

کنیم تعریف میتوانیم آنوقت
Ei = Bi ⊕Di, i = 1, 2, · · · , n.

کره یک سطح روي را (D1, D2, · · · , Dn) نقطه ابتدا آید: می بدست اینگونه (B1, B2, · · · , Bn) نقطه آنوقت
چون میکنیم. جمع (E1, E2, · · · , En) بردار با را آن سپس میکنیم. انتخاب np(D = 1) همینگ فاصله با
شعاع به سطح روي (E1, · · · , En) نقطه موقعیت میباشد، (D1, D2, · · · , Dn) از مستقل (E1, E2, · · · , En)

(D1, D2, · · · , Dn) نقطه دو اینکه مهم نتیجه میباشد. (D1, D2, · · · , Dn) نقطه موقعیت از مستقل np(E = 1)

دارند. همدیگر با np(E = 1) حدود در اي فاصله زیاد احتمال با (B1, B2, · · · , Bn) و

کانال از کد کلمه یک عبور 2 . 2
میتوان را گوسی کانال در نویز شدن اضافه میباشد. نویز شدن اضافه اثر در BSC و گوسی کانال توزیع شباهت یک
این مشابه بگیریم. نظر در نویز انرژي با متناسب

√
nσ2

N شعاع با و کانال روي ارسالی کد کلمه مرکز با کره اي بصورت
دنباله یک با را کد کلمه دنباله یک اگر داد. گسترش BSC کانال براي همینگ فاصله ي گرفتن نظر در با می توان را تعبیر
B(q) باینري نویز اگر پس میکند. تغییر کد کلمه است یک نویز دنباله که هرجا میکنیم)، XOR) کنیم می جمع نویز

خواهد. nq برابر نویز“ + کد ”کلمه از کد کلمه همینگ فاصله متوسط بطور باشد،

دیگر هاي شباهت 3
یک نویز و ورودي و خروجی در موجود ابهام میزان میان نامساوي یک ارائه ي به شد بررسی پیش تر که EPI قضیه ي
را کانال ورودي در ابهام مقدار که کنید فرض که است این قضیه آن از شهودي تعبیر یک می پردازد. شونده جمع کانال
سادگی براي است. ثابت عددي آنها h(X) که میگیریم نظر در را ورودي هاي توزیع تمام یعنی ایم: گرفته ثابت عددي
کمینه h(X +Z) کانال خروجی ابهام آنکه براي که میدارد بیان EPI قضیه ي بگیرید. Z سفید نویز با گوسی را کانال
گسسته شکل که دارد وجود گربر3 خانم لم بنام اي قضیه مشابه صورت به انتخاب کنیم. گوسی را X ورودي باید گردد

دید. خواهیم را لم این بعد جلسات در است. BSC کانال در EPI

تست کانال انتخاب نحوه در شباهت این دارد. وجود برنولی و گوسی توزیع میان شباهتی نیز اعوجاج نرخ تابع بحث در
است. مشخص

است. مستقل D از ( B ⊕D (یعنی B,D خطی ترکیب که میدهد نتیجه موضوع 2این
3Mrs. Gerber’s Lemma
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