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کتاب ھای مرجع کتاب ھای مرجع 

تحقیق در عملیات     حمدی طاھا    ترجمھ  محمدبازرگان–1

برنامھ ریزی خطی   مختار بازارا    ترجمھ اسماعیل خرم–2
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عادل آذر: تحقیق در عملیات     تالیف –3

:سایر کتب مرجع عبارتند از 



4–Operation Research   Winston

توسط آقای رضا فراھانی  برنامھ ریزی خطیچند فصل ازاین کتاب تحت عنوان 
.ترجمھ شده است 

جلد کتاب آقای دکتر اصغرپور 4–5
برنامھ ریزی خطی–1         

کاربرد ھای برنامھ ریزی خطی–2
تحقیق در عملیات پیشرفتھ–3
)تحقیق در عملیات(تصمیم گیری در مدیریت –4
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)تحقیق در عملیات(تصمیم گیری در مدیریت –4

  

برنامھ ریزی خطی و الگوریتم کارمارکار  –6
)علم و صنعت(دکتر آریا نژاد : تالیف                     

ترجمھ فائزه توتونیان  Gauss–برنامھ ریزی خطی –7
  

. کلیھ کتابھای فوق در کتابخانھ دانشگاه موجود است
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مقدمھ مقدمھ 

تعریف تحقیق در عملیات •

در دست مدیران برای  تکنیک ھای کمیمجموعھ ای از •
تصمیم گیری بھ منظوراستفاده بھینھ از منابع محدود و 

دردسترس
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دردسترس

در این درس سعی می شود تا سیستم ھا ی واقعی تحت •
فرضیاتی بھ مدل ریاضی تبدیل شده و مدل ریاضی حل 

.وبحث لازم در مورد آن انجام می شود 



مقدمھ مقدمھ 

:عبارتند از  تکنیک ھای کمیبخشی از این •

برنامھ ریزی غیر خطی–2برنامھ ریزی خطی     –1•

برنامھ ریزی پویا–4برنامھ ریزی چند ھدفی –3•

برنامھ ریزی احتمالی–6برنامھ ریزی عددصحیح –5•

برنامھ ریزی ھندسی–8برنامھ ریزی فازی       –7•

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 66

برنامھ ریزی ھندسی–8برنامھ ریزی فازی       –7•

شبیھ سازی–10برنامھ ریزی کسری     –9•

برنامھ ریزی مارکوفی –12تئوری صف           –11•



تاریخچھتاریخچھ

. است بوده نظامی عملیات در تحقیق عنوان تحت درس این•

 آن گذار پایھ ھا انگلیس )اول جھانی جنگ (1920 ھای سال در•
 این ھا آمریکایی ) دوم جھانی جنگ ( 1940 سال در و اند بوده

 از بخوبی دریایی نیروی در و مطرح گسترده صورت بھ را مباحث
.رسیدند خوبی نتایج بھ و کرده استفاده آن
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.رسیدند خوبی نتایج بھ و کرده استفاده آن

 تجھیزات ، مھمات ، انسانی نیروی محدودیت جنگ در آنجائیکھ از•
 از ھا محدودیت این با توجھ با خواستند می و داشت جود و ... و

. بگیرد صورت استفاده بھترین منابع این

 ، خدمات ، صنعت در امروزه و یافت توسعھ ھا تکنیک این  لذا•
. شود می زیادی استفاده ....... و بازرگانی ، اقتصاد



مدل سازیمدل سازی

کاری را کھ کلیھ مدل ھای کمی انجام می دھند عبارت •
:است از 

تبدیل یک سیستم واقعی مفروض بھ یک مدل ریاضی با •
ساختار خاص 
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ساختار خاص 

سیستم واقعی مفروض                                                                                   •

مدل ریاضی با ساختار خاص



ساختار مدل ریاضیساختار مدل ریاضی

:بخش زیر تشکیل شده است  2این مدل از •

 Objective Functionتابع ھدف  - 1•

مدل ساز باید با استفاده از تعریف متغیر ھای تصمیم گیری ھدف •
الب یک تابع ریاضی از متغیرھای تصمیم  گیری بیان قسیستم را در 
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الب یک تابع ریاضی از متغیرھای تصمیم  گیری بیان قسیستم را در 
.کند 

Min

xxxfZMax n ),...,,( 21=



مدل سازیمدل سازی

Constraintsمحدودیت ھا –2•

این منابع محدود . برای دستیابی بھ ھر ھدفی باید منابع مصرف شوند •
بنابراین مدل ساز باید مصرف ھر منبع را در قالب یک . می باشند 

تابع ریاضی از متغیر ھای تصمیم گیری  در قیاس با میزان منبع 

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 1010

تابع ریاضی از متغیر ھای تصمیم گیری  در قیاس با میزان منبع 
.دردسترس بھ صورت یک معادلھ یا نامعادلھ بیان کند 

=

≤

≥

ini bxxxg ),...,,( 21



مدل سازیمدل سازی

:بنابراین داریم •

≥

=

st

xxxfZMinorMax n

:

),...,,( 21
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مدل سازیمدل سازی

مدل را مدل خطی یا . ھا توابعی خطی باشند   gو  fاگر •
Linear Programming)(مدل برنامھ ریزی خطی گویند 

.فرض استوار می باشد 4درکل ، برنامھ ریزی خطی بر روی •
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معین بودن–4بخش پذیری     –3جمع پذیری      -2تناسب      –1•



LPLPمدل مدل 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

:

n n

n n

n n

Max Z c x c x c x

st a x a x a x b

a x a x a x b
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+ + + ≤
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LPLPفرم ماتریسی مسئلھ فرم ماتریسی مسئلھ 

1 2

1 11 12 1 1

2 21 22 2 2
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1 2

:

m m m mn n
b a a

Max Z CX

st A

a x

X b
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))تولیدتولید( ( مثال مثال 
 این ساخت برای کند می تولید محصول نوع 2 ای کارخانھ•

 ، کند می استفاده B و A اولیھ ماده 2 از محصول دونوع
 واحد 8 و 6 ترتیب بھ مواد این از دسترس در میزان حداکثر

 بشرح محصولات در مواد این مصرف میزان چنانچھ . باشد می
 بھ محصول واحد ھر فروش از حاصل سود و باشد زیر جدول
  مسئلھ یک قالب در را مسئلھ . باشد پول واحد 2 و 3 ترتیب
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  مسئلھ یک قالب در را مسئلھ . باشد پول واحد 2 و 3 ترتیب
LP گردد عاید سود ماکزیمم تا کنید سازی مدل ای گونھ بھ .

1 2

2     1

A

B

محصول

2     1 



))تولیدتولید((مثالمثال

باشدفرض کنید      میزان محصول تولیدی 

:مسئلھ بھ صورت زیر مدل سازی می گردد 

ixi2,1=i

23 21 += xxZMax
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))تولیدیتولیدی((  22مثال مثال 

در مثال قبلی اگر واحد بازاریابی اطلاعاتی بھ صورت زیر را در •
.اختیار قرار دھد مسئلھ را مجددا مدل سازی کنید 

بازار فروش محصولات نشان میدھد کھ حداکثر تقاضا برای  -•
22.واحد است  2،  2محصول  ≤x
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.واحد است  2،  2محصول 

ھمچنین بازار فروش محصولات نشان می دھد کھ حداکثر  -•
.، یک واحد است  2از محصول  1اختلاف تقاضا ی محصول 

22 ≤x

112 ≤− xx



    22مثال مثال 
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))برنامھ ریزی تولیدبرنامھ ریزی تولید((مثال مثال 
 و کند می درست نواری چسب سانتی 20 ھای رول ای کارخانھ•

 داده برش مختلف ھای اندازه در را ھا آن مشتری سفارش براساس

 کارخانھ بھ زیر صورت بھ سفارشی اخیرا . دھد می تحویل و

. کنیم مشخص را تولید برنامھ خواھیم می ، است رسیده

  سفارش مشتری                                 •

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 1919

تعداد               عرض رول در خواستی                            •

•                           100               5

•                           200               7

•                           300               9



برنامھ ریزی تولیدبرنامھ ریزی تولید
:تعریف متغیر تصمیم •

.تعداد رول ھایی کھ با شیوه    سفارش داده می شود      •

:بنابراین انواع شیوه ھای برش بھ شرح جدول زیر می باشد•

شیوه ھای برش                                

ixi
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عرض درخواستی        1     2     3     4     5     6                     

•                           0         1         4         2         2         0                       5  

•                           0         2         0         0         1         1                       7  

•                           2         0         0         1         0         1                       9  

ضایعات ھر رول               4         3         1         0         1         2                           •



برنامھ ریزی تولیدبرنامھ ریزی تولید
:مسئلھ بھ صورت زیر است  LPمدل •

0
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150422:
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:سانتی باشد داریم  5اگر    میزان رول ھای اضافھ برنیاز •
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مثال برنامھ ریزی ترافیکمثال برنامھ ریزی ترافیک

 یک مورد در است گرفتھ قرار مطالعھ مورد شھری اتوبوسرانی سیستم•

 اگر. است شده آوری جمع زیر صورت بھ اطلاعاتی اتوبوسرانی خط

 روز شبانھ در  ساعتھ 4 پریود 6از یکی در را کارخود اتوبوس ھر

 با حداقل . کارکند متوالی طور بھ ساعت 8 تا باشد موظف و کند شروع

.شود انجام کار این باید اتوبوس چند

•                                                                      

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 2222

تعداد اتوبوس                                                                                                                                                        •

•                                                                            12   

•                                                                                                                  10

•                                                                                                 7                                    8   

•                                                                                                                                                                      

•                                                            4                                                                                         4

ساعت در شبانھ روز  •

•                                                 12                8               4               12               8                 4            12



))ترافیکترافیک((مثال مثال 

ام  شروع بکارمی  iتعداد اتوبوس ھایی کھ کار خود را در  پریود   •
.کنند
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مسئلھ مونتاژمسئلھ مونتاژ
 می ماشین دو . گردد می مونتاژ قطعھ دو از محصولی•

 تولید نرخ اگر .نمایند تولید را قطعھ دو ازاین یک ھر توانند
 زیر صورت بھ قطعات این ساخت برای ھا ماشین این

 ھفتھ در ماشین دو این از دسترس در زمان میزان و باشد،
 ھدف با را تولید برنامھ . باشد ساعت 100 و 80 ترتیب بھ

.کنید مشخص شده مونتاژ محصول شدن ماکزیمم

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 2424

.کنید مشخص شده مونتاژ محصول شدن ماکزیمم

)تعداد درساعت(سرعت تولید                         •

 1قطعھ        2قطعھ                       •

  1ماشین          15           10                          •

2ماشین          18            8                           •



مسئلھ مونتاژمسئلھ مونتاژ
.میزان ساعتی را کھ ماشین    ام در اختیار قطعھ   ام قرار می دھد    •

•                                             y

ijxj i

{ }

80:

810,1815 22122111

≤+

++=

xxst

xxxxMinZMax
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مسئلھ مونتاژمسئلھ مونتاژ
:بنامیم خواھیم داشت   yتابع ھدف را  Minاگر مقدار •

810

1815:

2212

2111

≥+

≥+

=

yxx

yxxst

yZMax
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    مسئلھ سرمایھ گذاریمسئلھ سرمایھ گذاری

 سرمایھ طرح دو در تواند می و دارد پول واحد 100000 شخصی•

 عایدی 0.7 پول واحد ھر ازاء بھ و است یکسالھ A طرح.کند گذاری

 می عاید پول واحد 2 واحد ھر ازاء بھ و است دوسالھ B طرح ، دارد

 خواھد چگونھ گذاری سرمایھ نحوه بھترین سالھ سھ دوره یک در . کند

؟ بود

j می گذاری سرمایھ ام     طرح در ام   سال در کھ را پولی میزان      • i ijx
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 می گذاری سرمایھ ام     طرح در ام   سال در کھ را پولی میزان      •

کرد توان

      سال اول  سال دوم    سال سوم     پایان سال سوم                              •

j i ijx

BAj

i

,

3,2,1

=

=



    مسئلھ سرمایھ گذاریمسئلھ سرمایھ گذاری

.ابتدا محدودیت ھا را می نویسیم •

.برای ابتدای ھر سال محدودیت سرمایھ گذاری را می نویسیم•

xx

st

xxZMax BA

100000

:

37.1 23

≤+

+=
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 ��/0� *+ ��1 2%� ��/0� *+ ��1 2%�LPLP

• ��/0� *+ ���� 2%� �3LP   .3� �4� �5���:

•1– ���3�
 2%�Graphical Method
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•2–    ��89 2%�Algebric Method  

•3–  ;<�=��3 ��$���>?� 2%�Simplex Method



���3�
 2%����3�
 2%�

•)�� 2%� @$A� *5�0� 2 ���B$� �� 4���.

•D�E� �4�?�
 �- ,8F �� "� ����� 4� G� D�E� %	 �4H� �� %	  
���B$� �� 4��� I �J? �� 2%� ���3�
 *��F *+ .3� :

•�	 *5�0� %	 ���B$� K��
 L41 % .�	%4�� �1 �1 G� �?	�H� 

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 3030

•�	 *5�0� %	 ���B$� K��
 L41 % .�	%4�� �1 �1 G� �?	�H� 
MN �� 4O���. �1 MN �	 ��PQ 2 �4H� ��PQ �� �� %	 

RA� S�0�
 �� 4O- . ���� D�E� ��/0� D4� ���3 �4� ��  
S3� �� S�O- :



مثالمثال
1 2

1 2

1 2

3 2

:

1) 2 6

2) 2 8

Max Z x x

st

x x

x x

= +

+ ≤

+ ≤
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1 2

1 2

2

1 2

2) 2 8

3) 1

4) 2

, 0

x x

x x

x

x x

+ ≤

− + ≤

≤

≥



 ������ ��	
 �� 
������ �� �����:
  ����� �� ����	� 	� �� �� ��� ��  ���! �� ��  ���! �� ��� ��

 ����"�.
 ��$�� %�� 
������ �&$ '�	� %�(� $�) ��:

1 2
2 6x x+ ≤

2
x
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       ���� �� �&$ *�
  �+� �� �� �$ ��,�.

1 2

1 2

2 1

2 6

0 3

0 6

x x

x x B

x x A

+ ≤

= ⇒ =

= ⇒ =

B

A

1
x



3

2x

2

    -��. 
&�� �/��0 1�	�
� ��
 �� ��2�� *3�/ -�� $�
�� ��/�0
 �4�� �� %��5 *��5 */ '�67 �. ��

 ��  �0�
 ��feasible  ��8����
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1x

4

1



 9�� :��� �&$ '�	� %�/ :2  ��$�� <�$ . :��� %�� <�$
-��"�� $��,� =� 	��	� �$ 9��)z=6 ( @A& � -��� $�	5

���� �� �&$ �$ �.:

1 2 1 2

1 2

3 2 6 3 2 6

0 3

z x x z x x

x x C

= + ⇒ = ⇒ + =

= ⇒ = ⇒
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2 1
0 2x x D= ⇒ = ⇒



3
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2
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1x

4

1

C

D



���3�
 2%����3�
 2%�

3

2x

2

:جواب بھینھ 

3
38

3
10,

3
4

12

=

==

z

xx

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 3636

1x

4

1

�B,0 ���C� �� *�� �$�D	� 
������ '�� 1 � 2 *3�/ -�
 
&� . �F�  
G�H�"� *�� �5I�  �� �� JD �$ �� */ -�K�&� �� ����L� � �� %�CM�  

*/ �� ����



روش گرادیان روش گرادیان 
• �� "�T� �� L41 K��
 R���U� .�9 �- .3� ���	�� L41 K��
 "��	��V

	�� �� �83��� ��� ���Q �� %41	.

1 1 2 2
Z c x c x

z

x c

= +

∂ 
 ∂   

فضای حل
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2

x c
Z

z c

x

 ∂   ∇ = =   ∂  
 ∂ 

�����	8 $��	�



3

2x

2

:جواب بھینھ 

3
38

3
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3
4
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=
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z

xx

3

2
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 
∇ =  

 
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4
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Z



 ���3�
 D�E� ���3�
 D�E�22
• ��/0�LP  4���>� �W� �	 �� ���:

• X?�–�$����# �� ���	��� �Y Z��� ��

•    [ .3� \��9 ����	 ��/0�

• \–  ��- .?�+ �	 ��/0� �O��� \��9

•[ .3��4�Y1

:

21

21

1

−≤+−

≤+

=

xx

xxst

xZMax

α α
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•[ .3��4�Y

0, 21 ≥xx



 ���3�
 ��/0� ���3�
 ��/0�22

• ����� �$����# ��4�� 4�O- ]�U0.5  4��� . S���	:
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•                                                                 1      0.5

•4��� �� *+ ��_U ����	 ��/0�             Z��� �� )�����O�. 1≥α



 ���3�
 ��/0� ���3�
 ��/0�22
• �O��� \��9 L41  K��
 S3� �� I 4��� �� ��� ���Q �� *+ ��_U         Z��� ��

  ��� ��Q �� �O��� \��9 ��- .?�+ �	 )�����O�  	�$U� 41��N `�P
�        �	 ��/0�
 .3�.

2=α
2=α

0
*

**

1

=

==

x

zx α
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•                                                                      2      1

0
*

2 =x



 D�E� D�E�33
• ��/0�LP 4�O- *+ ���3�
 
��a �� �� ���:

{ }1 1

1

3 10 , 5 5

: 0 5

Max Z Min x x

st x

= − − +

≤ ≤
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≤ ≤
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• D�E�4– ��/0�LP 4�O- *+ ���3�
 
��a �� �� ���:

1 2

1 2

1 2

( 1)
: ( )

2

( 1)
( )

2

, 0

M ax Z x x

i i
st x i M x

i i
i M x x

x x

= +

−+ − ≤

−− + ≤

≥

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 4444

1 2
, 0

1, 2, 3, ....,

x x

i M

≥

=
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*/ '�67 $� N���*/ '�67 $� N���    

• ��/0� G� ��1 .�	%4�� �� *Q�+ *+ ��_ULP   �����1
 \4�� .3� ���_U
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•    \4�� ��_U                      \4�� ��c ��_U



N��� '�67 O�	L�N��� '�67 O�	L�

•	��	 	�9% \4�� ��_U �� X��H
 %	.

 �P��$ 	�Q O�	L�:  
•  S�1	 ���	� �� �_U )�� �9%�1 ��V�1 4O��V \4�� �� ���_U

	��V ���F �$U�� 	�4$�� �9% )�� L�a G� �	 *<�.
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	��V ���F �$U�� 	�4$�� �9% )�� L�a G� �	 *<�.

 �P��$ O�	L�:
•  �� 
�H$� �1��A?	 � �� %	 �1 ��V�1 4O��V \4�� �� ���_U

  )�� )�� *Q�% MN d��� !��
 I S���>� �W� �	 �� �_U )��
4��� �_U )�� �� 
�H$� � ��%	.



 )�� \4�� e�-�
 )�� \4�� e�-�
kk� ��� ��
• )�� \4�� e�-�
k  X��H
 ��� ���Q ��                     � ��

	�� ��:

 )�� \4�� e�-�
 ���Q )�� �	2  .3� ��� ���Q �� � ��:

1 2 1
, , ..., ,k kx x x x−

1 1 2 2 3 3

1

1

1 & 0 1

k

k k i i

i

k

i i

i

x x x x xα α α α α

α α

=

=

+ + + + =

= ≤ ≤

∑

∑

⋯
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 )�� \4�� e�-�
 ���Q )�� �	2  .3� ��� ���Q �� � ��:

 ��  :
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

1 0 , 1

(1 ) 0 1

x x

x x

α α α α α α

α α α

+ + = ≤ ≤

+ − ≤ ≤

1
x

2
x

         �       �� *3�� JD R�,0 S�+�
1

x2
x

1 2
(1 ) 0 1x xα α α+ − < < N��� T����� U��	�



•  *��F �$+��� �_U "	�� \4�� ��8f� X��H
 )�� )$0��	 �� D�+
 .3� !����  .

3

1 2 1

2

1 2

3

(

, ( )

( )

( (1 ) 1

1 )

) ( )

x

x x S Ax b

Ax b

A x x b b b

Ax b

α α α α

α

α

∈ ⇒ ≤

≤

+ − ≤ + −

−

=

≤

���������

+
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3

3
x S∈



�
�8 O�	L��
�8 O�	L�  
•4H� �� ��8f� \4�� "	�� ��_U *+ ��/0� D�+ �� "��
 "�T�  

	�	 �-  S���-�� K��
 L41 �	 G� ��/0� LP �	 G� ��_U 
\4�� �����1 �	 *F�4+ �<� �� �
�8 ��1 "� `�P
� �� 4$U� .
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•)�����O� ���V �	 ��/0� LP �� 2��� �Q�N ��	��N�� .3� . ���� X��H
  
���V �4$�� .�Q�N ��� �� ���� !��
 d��� ��c ���V X��H
 �� S�O- :

•'�	� 	� �B,0 	�Q �
�8 VWL�� �� '�67 */ ��4� �$�� �B,0�� 
	K�� VWL�� ��  �+� �67 �� ���$�) �. �B,0 	�Q �
�8 �$ �� ���� 

�� U��	� N���  �� �B,0�� 
&�� �$�..



����� '�67 '�	� X��+0 ��65����� '�67 '�	� X��+0 ��65

  Y�� N��� U��	� �� �$ �. ���� �+0 �� 
&� '� �B,0 �
�8  ��	����
 �B,0��'	K��  

�0 �WZ[� */ '�67 �� VWL��.

 ���- �V� �<��� � �	�� 
�F	 X��H
 )�� �- 4�O- �9�
�>�	   X��H
 		�V LJ+
.3� M�c `�U 

 �� \4�� ���- �V� �- 4�O- �9�
\4�� g�4�-� ���- "%4� 	�� *�48
 	K��   ���
 .3� h��Q `�U X��H
 S1.
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����� '�67 '�	� X��+0 ��65����� '�67 '�	� X��+0 ��65
•]�U 4�O- �	 G� ��_U *+ 	%4�� p ���V 	�9�� I4��� �	 )��  

���Q �1 � �� 
�H$� �� )�� ��_U *+ 	%4�� �� �� "��
 ��  
���Q e�-�
 \4�� �� �TA� �� ��1 ���V ��1 ��_U *+ ��/0� 
.��� .



��_F ��8f�  :S�O- �� ��8f� �� "� X�N "�1�� 
��a �� .            4�O- ]�U

A

C

B

DE
�

1
2 3

0 1
0 1 0 1

(1 ) 0 1

(1 ) 0 1

(1 )[ (1 ) ]

(1 ) (1 )(1 )

(1 ) (1 )(1 ) 1

A B C

C E D

A B E D

A B E D
λ λ λ

α α α

β β β

α α β β

α α β α β

α α β α β

≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= + − ≤ ≤

= + − ≤ ≤

= + − + −

= + − + − −

+ − + − − =

����� �������
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��_F ��8f�  :S�O- �� ��8f� �� "� X�N "�1�� 
��a �� .            4�O- ]�U
 4��8� ���V �?% 4��� �O��� ).          L41 K��
 ��4�� (  )�����O�

 !��
 �� \4�� e�-�
 ���Q �� ��      "��
 ��p  ��/0� ���V
.���:

mxm mZ cx=

m
x

�

1 1

1 1 1 1

1 0 1

i

p p

m i i i i

i i

p p p p

m i i m i i i u u i u

i i i iZ

m u

x x

x x Z x Z Z Z

Z

c

Z

c c

α α α

α α α α

= =

= = = =

= = ≤ ≤

= ⇒ = ≤ = =

⇒ ≤

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

]�U L,N

u  ���V �� �<�
 )�� ��1p  ���V

.3�



 ��/0� *+ ��_U ��$N�3 ��/0� *+ ��_U ��$N�3LPLP

1. Bounded

�����

2. Unbounded

C

C

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 5858

2. Unbounded

������0

3. Empty

�C� 

C

C



 D��/3 D��/311
• �4�?�
 ��/0� G� �	�V�  4�?�
 L�Q ����
 4�?�
 K��O�

 4���
 �� 	�� D%� D�k��100 �� 4+�%�  4O- 4�?�
 �� "
�V  K��O� l�f !%	 D�k�� 4+�% �1 ���� 	��� K��O��

4��� D%� D�k��4+�%�1 ���� 	���. ��V        4�?�
 "����
 D�k��J  �� ���,a� )�� �m�O$� .�	%4�� 4��� !�

j
x
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 D�k��J  �� ���,a� )�� �m�O$� .�	%4�� 4��� !�
4�0��O�.

2 1 1 1 2 2 1

1 1 1 2 1 1 2

1 100
3

1 1100 100
3 3

r r r x r x r

r x r x r x x

= ⇒ + ≤

+ ≤ ⇒ + ≤



 D��/3 D��/322
• n- �4�?�
 .-�� G�40   ��� �o�k�� 4�?�
 .�9 .F% .��3

	��	: D�k��4+�%�1 4�?�
A  4O�����1 ��- .��3
• D�k�� 4+�% �1 4�?�
B  4O�����2  D�k�� 4+�% %	 % ��- .��3A 

 .3�.  
• D�k�� 4+�% �1 4�?�
C  4O�����3  D�k�� 4+�% G� % ��- .��3

B  .3�.  

1 Ax

(2 2)
B

x+

(4 3)x+
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B  .3�.  
•�	 �o�k�� 4�?�
 �	 �- �
o�k��> �� ���F �	�P$3� 	��� �V 4���

� 4O��� ��� G�<P
 *��F % �4� �1 "p �� �5�9V ��?%� 4�?�
 "���� �
 �o�k��A %B%C   S�1	 "�T�                       �� e�
�$� ��

[4�0��O� �� ���,a� )�� D	�H� .�	%4��
, ,

A B C
x x x

(4 3)
C

x+

4 7 40
A B C

x x x+ + ≤



 D��/3 D��/333
• 	\0$��$                                                                 �]�+M��K	� ��.   $�

 G$�3  ��S  �]�+M� =�…N���…  �…=�… 8��$�� �
.  

      */ :���� �� �&$        

{ }1 2 2 1
( , ) | | |S x x x x= ≥

2 1
0

0

− ≥

+ ≥

x x

x x
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2 1
0+ ≥x x



 D��/3 D��/344

• ��/0� )��…6..V�[ 	��	 ��

1 2 3 4

1 2 3

2 3 5

4 2

x x x x

x x x

 + − + =


− + + =
 ≥
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1,2,3,4
0x ≥



��89 2%���89 2%�
• 41	 �� "�T� �� ;<�=��3 2%� ��- ��3� 2%� )��.
• *��� ��89 2%�5 4��� �� !4F.

•D%� !4F– ��/0� "	�- 	��4��$3�LP

• ��/0� �1LP 	�	 "�T� ��- !�U%	 �� "��
 �� ��.
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 ��/0� �1 	�	 "�T� ��- !�U%	 �� "��
 �� ��.

•1–   L��H$� �� G�����- !�UCanonical form  
•2– 	��4��$3� !�UStandard form               

•                               



 L��H$� !�U L��H$� !�U))G�����-G�����-((
• .3� ��� d�� �3 *��� L��H$� !�U) �9�
 	��� �1 \�$- 4�	 �� �$T�� L�� )��

 .3�:(

1– r�� �� L41 K��
Max 

2–  �%�0� ���$<Y�- r�� �� �1 .�	%4�� !��


3–�PQ �%�0� �� �$V��� r�� �� �1 ��B$� !��


Max Z CX= Min Z CX=

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 6464

:

0

Max Z CX

st AX b

X

=

≤

≥

:

0

Min Z CX

st AX b

X

=

≥

≥

طاھا کتاب عرف                                    بازارا کتاب عرف



	��4��$3� !�U	��4��$3� !�U

• ����	 	��4��$3� !�U4  .3� ��� d��:

•             1-  r���� L41 K��
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 !�3 !4F– )
�	/ '��&�$  ��L� ( –) ���! �� -�$�� 	�_��  ��L� ( – )��� ���&  ��L� ( –)�K��C� Je�	
 �&$	�(

•	�_�� 	�Q ���! �� �^��  �	� $� 	B& Z )$� �WZ[� Max ( �$ ����L� 	�_�� -�$�� 
�� ���! $� 	\0 �� ��	�8 f ���& Ue�	P  �� �$	�_�� �� ����] ���& ��� $� 	\0  

�� ��	�8 f 	8�  ��d '	�_�� ��4�� �
��0 %��4 �WL7 )�
�8 �WL7( ���C� �� 
�
�� � O5��� �� ���
 .

432121 RHSssssxxzx B
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SimplexSimplex
 !���Y !4F– ) �)��	� '��&�$ $� 
�	/ $��,�  ��L� (–) ���! �� g�	D 	�_��  ��L� (– )��� 	B&  ��L� ( –) ���� �0�
 Je�	
 �&$	�(

• ��
 �� -��^�&� 	�� �B��$ �� ���! �� -�$�� 	�_�� $��,� 	(���/  ��L� '�	�:

•       ��� ���&	3��]                                                    ���! �� -�$�� 	�_��	(���/

•                                                                                                        ��� ���& 	3��]

432121 RHSssssxxzx B









= 0/
)(

≻iRHS
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SimplexSimplex
• S�O# !4F– ;<�=��3 D%49 ��%��%��  

• *�� �	 o�? "�$3 �� I 4���O� o�? �kO� �� o�? "�$3 %� 3 	��N�� *��
4���0� 4+�% ��	�� o�? �kO� G�- �� % o�? �kO�.

80010120

600012101

432121

s

s

RHSssssxxzx B
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SimplexSimplex
• 4��� �� ��� ���Q �� 4�49 D%49:

120030101

21000100
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2

10
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s
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2
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2
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3
3800

3
4

3
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3
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3
1

3
2000

30111000

3
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3
2

3
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3
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3
1

3
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4

3

1

2

432121
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s
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x

RHSssssxxzx B
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44  @�WA+�& %��4 $� ���0@�WA+�& %��4 $� ���0
•1 –z a �$�� '� �B��$ �d 	K������ ������ $�	�� �� $�

        i&�!:    
{ }( ) minnext beforeZ Z= − ضریب متغیر وارده بھ پایھ× نسبت ھا

1 2 1 2 3 4

1

1

3

3 10 0 1 0 0 2
2 2

1 10 1 0 0 0 4
2 2

3 10 0 0 1 0 5
2 2

Bx z x x s s s s R H S

s

x

s

−
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3

4

0 0 0 1 0 5
2 2

0 0 1 0 0 0 1 2

311 0 0 0 0 1 2
2 2

s

s

z −

1 2 1 2 3 4

2

1

3

4

2 1 40 0 1 0 0
3 3 3

1 01 20 1 0 0 0
3 3 3

0 0 0 1 1 1 0 3

2 1 20 0 0 0 1
3 3 3

3 81 41 0 0 0 0
3 3 3

B
x z x x s s s s R H S

x

x

s

s

z

−

−

−

−

381 412 ( )
2 3 3

Z = − − × =



•D�E�– ���,a� ����<
 �� *+ G� ��/0� LP �� r�� S���-��  
���3 �� ���Q ��� .3� I �V� ��B$�    	��% ���# �4� % l��� 
100 4+�% R���U� �	 K��
 L41 		�V )�� A %B �Y � ��� ��  
���F�� .3� [

4
x

1 2 3 4

3

2

0 0 1 2 2 0

0 1 0 1 0

x x x x R H S

x

x B

−

−
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1
1 0 0 1 3 0

0 0 0

x

Z A

−

−

1 0 0

1 0 1 0
( ) ( ) 1 0 0 1 0Z A A A B

B B
α= − − ⇒ − − = ⇒ =
�����



2 –  �d �� �$ �WZ[� �4�	D 	�_�� N�"�0� $� -���
� J,7
a ��� �� �4��� �W�2�

      i&�!:  ���
 �� g$�D �WZ[� */ '�67 �� jT�+�/  .
 ���& 	���,� �� ��� *5��/RHS ��	8 �� �^��

1 2 1 2 3 4

1

1

3

3 10 0 1 0 0 2
2 2

1 10 1 0 0 0 4
2 2

3 10 0 0 1 0 5
2 2

Bx z x x s s s s R H S

s

x

s

−

%�(� : ��$� %��4     �$�� ���! �      
�� ���! g$�D �� ��	8 . %�/ k	7 

2
x1

s
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3

4

0 0 0 1 0 5
2 2

0 0 1 0 0 0 1 2

311 0 0 0 0 1 2
2 2

s

s

z −

%�(� : ��$� %��4     �$�� ���! �      
�� ���! g$�D �� ��	8 . %�/ k	7 

���� �����
�      �� ���! g$�D ��
.
 $�  �� G$�3 %��4 '�L� �� 

G$�3 	�� 
&� . $�B0�+� �� 
-���2� �� ��
 �D	� �� 	�_�� 

'�� ���! �^�� -�
 �0�.  

21

3
s

1 2 1 2 3 4

1

1

2

4

10 0 0 1 1 0 3
2

71 10 1 0 0 0
3 3 3

1 01 20 0 1 0 0
3 3 3

1 2 40 0 0 0 1
3 3 3

5 1 4 11 0 0 0 0
3 3 3

Bx z x x s s s s R H S

s

x

x

s

z

−− −

−

− − −



•3 – �d �� �$ �WZ[� '��$� 	�_�� N�"�0� $� -���
� J,7
a ��� �� �4��� �W�2�

     i&�!:  �O��� \��9 �� S1 ��� 4��� \��9 ����	 ��/0� �V�
  �3��� 	��� ��1 ���V 	�4H
 .3� )<�� M�U 4�3� S�1��N

		�V �$T��.
	8� 	�D� �WZ[� $� %�(� $�) ��

'��&�$ $� 
�	/ %�� %��4 $�

2
x
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'��&�$ $� 
�	/ %�� %��4 $�
    ��
 S�M0�.

1
x

2
x



4–  '��$� 	�_�� 
&$� N�"�0� �� @�WA+�& <�$ ��.
  ��M�� 9�� :��� $� �$ ���C� $��,�  �	�2�� �4�	D �

a��� ��
     i&�!:  ��N !4�O- .F	 ��� D�E� �� [��Y:

1 2 3 4

1
11 0 2 5

20

B

Max problem

x x x x x Rhs

x
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2

20

10 1 1 2
30

0 1 10 1 10

x

Z − −

10 ( 10) 2 30
next

Z = − − × = 10 ( 1) 60 70nextZ = − − × =



• � �� �	 ���3�
 .?�+ �	 4�O- ]�U ��8F ��/0� �	A 
  !�4- �� 		�V }��N ���# ��     % ���# 	��%      �~��OY I S����

[��Y [ 4�3� S�1��N � ��
4

x
3

x

A

C
B

F

H

2
x D
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•[ .0�Y ���# ��1 ��B$� ��	��� .?�+ )�� �	
•  	�4H
 �Y ��HU ���V �%��� ��1 ���V 	�4H
 D%49 �� �9�
 ��

[ .3�

DE
1

x



4��8� *+ ��_U Z�9 Z�48� 4�O- ]�U D�+4��8� *+ ��_U Z�9 Z�48� 4�O- ]�U D�+

•��/0� LP ��� �� �	 �W� 4���>� . �� {�w% @AT� .3� �-  
Z�48� ��k$A� �� "��O� ���V *��F D�8F r%�� ��?%� 
�H$� ��  
��_U *+ ��/0� ��� 4��� . D�+ "%4� )�� "���� ��/0� ��  

	��4��$3� �	�- % D%49�	 ;<�=��3 ���F �� S�1	 .
1 2 1 2

1 2 1 2

4 4

: 3 3 : 3 3

4 3 6 4 3 6

M in Z x x M in Z x x

s t x x s t x x

x x x x s

= + = +

+ = + =

+ ≥ + − =
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1 2 1 2 1

1 2 1 2 2

1 2

4 3 6 4 3 6

2 4 2 4

, 0

x x x x s

x x x x s

x x

+ ≥ + − =

+ ≤ + + =

≥

1 2 1 2

2

3 1 0 0 3

4 3 1 0 6

?

1 2 0 1 4

4 1 0 0

?

0

Bx x x s s RHS

s

Z

−

− −

�41�T� �� 4�O- �- �� 	�4H
 .�	%4�� �1 ��	�� 4+�% *�$0� 
	�9% 	��4� I �OH� %	 ��B$� ���# �� S- S���	 .

�9�
 4�O- �- ��	�� 4+�% ��� ��B$�    d���� �� .�	%4�� 
!�3 �	�� �- �� r�� �$<Y�- �%�0��� .3� .

2
s



•)�����O� ��V�1 ;# �� 	��4��$3� ���3 % "	�	���F ��/0� �	  
D%49 �� 	�4H
 .�	%4�� �1 ��	�� *�$0� 4+�% 	�9�� 4��8� 

)�� "�4� �OH� .3� �- ���V �� ���# r%�� ��?%� �� �	 ���$N�  
��� 4��� % 4��� �� �<� �� %	 2%� ��� *3�$� 4�:

 2%� �� ���Ok� ��B$� 2%�M  ����

  �� ��+�� %	 ����U%	 2%�
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 2%� �� ���Ok� ��B$� 2%�  ����

  �� ��+�� %	 ����U%	 2%�



���Ok� ��B$� 2%����Ok� ��B$� 2%�

•�	 )�� 2%� �� .�	%4�� ���1 �- ��	�� 4+�% 	���� ��� 4OO- 
���B$� !�O� R �� � ���Ok� �U�w� �� S�O- . )�� *�� ��  

�W� �w��� ��8$�� .3� ���� �� G� L�a �?	�H� ��� "��
  
���4�� �� �U�w� 	�- . )�� ��- �� �a�� h��Q .3� �- ��4��  

)�� ��B$� �	 .���� �PQ 4���. )�����O� e��w )�� ��B$� �� �	  
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)�� ��B$� �	 .���� �PQ 4���. )�����O� e��w )�� ��B$� �� �	  
K��
 L41 Max ����� -M % �	 K��
 L41 Min ����� +M 
���F �� S�1	 .)[��Y(

•�� ��/0� ��� .F	 4�O- :



���Ok� ��B$� 2%����Ok� ��B$� 2%�

• ��/0�LP  4���>� �W� �	 �� ���:               )4O$01 	�8�- % 	���� ��1 ��B$�(.

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 3

1 2

1

2

4 4

: 3 3 : 3 3

4 3 6 4 3 6

Min Z x x Min Z x MR MR

R

x

st x x st x x

x x x x x R

= + = +

+ = + + =

+ ≥ + − + =

++

4 3
,x x
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• ��/0� *+ ��_U "4� �$V��� �OH� �� ���Ok� ��B$� "4� �U�w�LP  ��a ��
4��� �� ���Ok� .4�O- .F	 ��� *<� �� r�w�� )�� u�	 ����.

1 2

1 2 1 2 4

1 2 1 2 3 4

2 4 2 4

, 0 , , , , 0,

x x x x

R

x

x x Rx x x x

+ ≤ + + =

≥ ≥



�� ���Ok� ��B$� 2%��� ���Ok� ��B$� 2%�MM  ��������
• ��/0� ��Q� D�8F *��F *+ ��_U |�� ��� ��_U ��� *<� �	

4��� �� �4� �U�w� ��+�� |�� ���F ��+�� % �	��.
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�� ���Ok� ��B$� 2%��� ���Ok� ��B$� 2%�MM  ��������  

•��/0� �� � �� O �� S$���>?� ;<�=��3 r%�� �� *+ �	�- % 
���V �� ���V ��9 �$U� �
 �� �<� �� ���V ��1 ��_U *+  
�HF�% ��/0� )��+�� ��� |��( S�3�� .�	 D�E� ��N� �� �9�
 �� 

�4H�%	 "	�� ��/0� ��_U *+ �9�� )*��F D�8F( G� MN 
�� 4��� �� �U�w� "4� %	 ��B$� ���Ok� ��+�� |�����F ��  

��+�� ��� |�� �U�w� �� 	��.
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��+�� ��� |�� �U�w� �� 	��.

O
  '�67 �� �
�8 =�

�L5�� 	�Q

  �� �
�8 =�
�L5�� '�67



�� ���Ok� ��B$� 2%��� ���Ok� ��B$� 2%�MM  ��������  

1 2 3 4 1 2

1

2

3 1 0 0 1 0 3

4 3 1 0 0 1 6

1 2 0 1 0 0 4

B
x x x x x R R RHS

R

R

s

−
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2
1 2 0 1 0 0 4

4 1 0 0 0

s

Z M M− − − −

�0�
 	^3 ����

$��,� �� �
�8 $� N��4 �	��Z �
�� �+0 m���+�
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%�(� 1: '�67 */ =� �WZ[� LP��  G$�3 	�� 
&�  
	8�  �� �WZ[� �$ �� <�$ @�WA+�& */ ���� ���� 
$� 	\0  �7	8 	�_�� z �WZ[� �� ��d 	�_�� �]� �� 

�W3� f ��+� � �]��H� ���0 a�$��2
x
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1
x



%�(�2 : '�67 */ =� �WZ[� LP��  G$�3 	�� 
&�  
	8�  �� �WZ[� �$ �� <�$ @�WA+�& */ ���� ���� 
$� 	\0  �7	8 	�_�� z �WZ[� �� ��d 	�_�� �]� �� 

�W3� f ��+� � �]��H� ���0 a�$��2
x
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1
x



%�(�3 : '�67 */ =� �WZ[� LP��  G$�3 	�� 
&�  
	8�  �� �WZ[� �$ �� <�$ @�WA+�& */ ���� ���� 
$� 	\0  �7	8 	�_�� z �WZ[� �� ��d 	�_�� �]� �� 

�W3� f ��+� � �]��H� ���0 a�$��2
x
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1
x



1 2

1

2

1 2

4

: 3

4

, 0

Min Z x x

st x

x

x x

= +

≥

≥

≥
2

x

1 2 1 2

1

2

1 0 1 0 3

0 1 0 1 4

4 1 0 0 0

Bx x x s s Rhs

x

x

Z

−

−

− −

x x x s s Rhs

 ��	� m���+� �� @!Z   b�7 �
�8 $� N��4 ��
 
&� ���C� %��4 �� ��
 �� *3�/ 	�� %��4.
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1
x3

4

1 2 1 2

1

2

1 0 1 0 3

0 1 0 1 4

0 1 4 1 16

B
x x x s s Rhs

x

x

Z

−

−

− −



  ���Ok� ��B$� 2%�  ���Ok� ��B$� 2%�
•)�����O� �V� �	 ��/0� �� �� 	�4H
 .�	%4�� �1 ��	�� 4+�% *�$0� �$��	  

S���� ����� �� 2%� ��B$� ���Ok� ��� 4���. �� ��a D�E� �	 ��/0� ��� 
����� �� ��B$� ���Ok� ��� 4���.

632:

2343 4321

=++

+++=

xxxst

xxxxZMax
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8223

632:

41

432

321

≥

=++

=++

xx

xxx

xxxst

�/�� $��	���



1 2 3 4

1

4

1 2 3 0 6

0 1 .5 1 1 4

3 4 3 2 0

Bx x x x x R h s

x

x

Z − − − −

 ��	� m���+� �� @!Z    %��4 �� ��
 �� *3�/ 	�� %��4 b�7 �
�8 $� N��4 ��
 
&� ���C�.

1 2 3 4B
x x x x x R h s
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1

4

1 2 3 0 6

0 1 .5 1 1 4

0 5 8 0 2 6

x

x

Z



��U%	 2%���U%	 2%�
•�V� ��/0� �� ��  )���� �� 2%� ��B$� ���Ok� *+ 4O- )<��  

.3� �� *<T� �9��� 		�V ���� 4��� M �� )��A
 4��� % ;=3 
��/0� �� �� 2%� ��B$� ���Ok� *+ 4O- �?% "�0�� ��>~�1 �	  
2%� ��B$� ���Ok� ��Y	 *<T� ��� 		�V . ���� ������ �� )��  

*<T� 2%� ��>�	 �+��a �4�	�V .3� �- �� �W� 	�4H
 ���<
 �1  
% �� �W� �P0�U �34O1 % �� �W� 	�4H
 ��B$� ���Ok� ��8� 2%� 
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*<T� 2%� ��>�	 �+��a �4�	�V .3� �- �� �W� 	�4H
 ���<
 �1  
% �� �W� �P0�U �34O1 % �� �W� 	�4H
 ��B$� ���Ok� ��8� 2%� 

��B$� ���Ok� �� 4��� I M�U �	 )�� 2%� �� M �	�P$3� ���  
	��.)�� 2%� �� 2%� ��+��%	 �� �� 2%� %	 ��U 4O��V .



��U%	 2%���U%	 2%�

•4H� �U�w��� "	�- ��1��B$� ���Ok� �� 	�4H
 	��� ���� 	��% ��U G� ��  
S���:

•��U G� : K��
 L41 ��Q� ��/0� �� ��O- �$��JV % K��
 L41 �4�49 �� 
���Q ��� X��H
 �� S�O- .

=WMin �]��H� '�� 	�_�� ��+M� 
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•;=3 ��/0� �� �� )�� K��
 L41 	��% D%49 ;<�=��3 �	�- % ��/0� ��  
*+ �	�- �
 �� \��9 �O��� 4�3��. �	 "���# ��U G� %	 .?�+ �� �� 41	  

�� W=0 �4� �- "�4� �OH� .3� �- �� )�?%� ���V �� ��_U *+ �HF�%  
��/0� �4�3� S�� . �� W>0 �� 4��� % )�� "�4� �OH� .3� �- �	 �<�  

�� ���V ��1 ��_U *+ �HF�%��c ��/0� XF�$� �4� S�� ���� ��/0� 
��Q� ��_U *+ �HF�% 	��4�.

=WMin



��U%	 2%���U%	 2%�
•d�� 	%�% �� ��U 2 �PQ "4� W �	 ���$�� ��U G� �� 4���. 

4H� �� �PQ "4� W 	��% ��U 2 �� S��� :

•��U 2 : �	 ��U 2 ��1��- ��� 4��� �� e�
�
 !���� 4���:

•          1- K��
 L41 ��Q� ��/0� �� �	 D%49 ����� ��U  

•                        G� )�T��9 K��
 L41 W 4�O- )[��Y(.
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•                        G� )�T��9 K��
 L41 W 4�O- )[��Y(.

•2– "�$3 ��1 R �1 �� LJ+ 4�O- .

•3– ���# �1 �� �%�� ��%� 4�O-.

•4– �	 ���Q ���� ��/0� �� �� ;<�=��3 ���	�  

•                         4�1	.
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7 4 1 0 0 9−
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3 3
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0 0 0 1 1 0 0− −W

1 2

1 2

0

4 0

W R R

Z x x

− − =

− − =
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 ��/0� �	 ��N �o�+ ��/0� �	 ��N �o�+LPLP

•6  ��/0� �	 ��N .?�+LP  41	 �� ��:
•1 – ���� ��	��� � �67 ���� ��	���Z  
•                                           Unbounded space & unbounded solution  

•2– ���� ����� � �67 ���� ��	���Z 
•  Unbounded space & bounded solution                                               

•3–�e�� �8������  

•Permanent Degeneracy                                                                       
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•Permanent Degeneracy                                                                       

•4– 
5�� �8������
•  Temporary Degeneracy                                                                      

•5–�0�8��d ���C� N��4  

•Alternative optimal solution                                                                  

•6–�$��0 N��4 �WZ[�
    No exist solution                                                                                    



 �	 ��N �o�+ �	 ��N �o�+LPLP

 .?�+ .?�+11 – – ���� ��	��� � �67 ���� ��	��� ���� ��	��� � �67 ���� ��	���ZZ

•  ��/0�LP  4���>� �W� �	 �� ���:

0,

20

10:

2

1

21

21

≥

≤

≤−

+=

xx

x

xxst

xxZMax
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0, 21 ≥xx



SimplexSimplexحل حل 
.3� ��� ���Q �� ;<�=��3 2%� �� �	�P$3� �� ��/0� *+:

100111

00012

201001

100111

2121

2

1

2121

−

−−

−

x

RHSssxxx

Z

s

s

RHSssxxx

B

B
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�	%�% D%49 )���	
  �9%�N �?% S���	

 S���4�.
503100

101110

101001

200230

101110

100111

2

1

2121

2

1

−

−

−

−

−

Z

x

x

RHSssxxx

Z

s

x

B



"��<�� ��_U �w��� X��H
"��<�� ��_U �w��� X��H

 L��H$� ��/0� G� ��_U �<�� ���� �U�- % !�o d��LP

 *E� ���	�� �- .3� "� 4��� "��<��                ���Q ��d  	�9%

  ��	�� )�� %                                �<��� � I 4��� �$��	d ��

0≥

≤

X

bAX

0,0 ≥≠ dd
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 4��� �4� *Q�+ ��� � ���  .

0≤Ad



"��<�� ��_U �w��� X��H
"��<�� ��_U �w��� X��H

	�� 41��N ��� ���Q ��                S$0�3 ���� `�U X��H
:

 �<��� �:

0≥

=

X

bAX

0&0 ≥≠∃ ddd
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 %d 4��� �4� *Q�+ ��� � ��� ��:

 ��	�� "	�- ���?���� ��d  .��	 S�1��N:

 

0=Ad



"��<�� ��_U �w��� X��H
"��<�� ��_U �w��� X��H

   

                                                                       �4����%	 ��1 .�9 ������

                                                                     �4� ���?���� ��1 .�9 ������

{ }

{ }0&11&0&0/

0&0&0/

* ==≥≠=

=≥≠=

AdddddD

AddddD
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�3�� .�9 X��H
  :  .�9 %	 ��1 �� �� "� "��
 ��� �- .3� �$�9
 	�� �$��� ��>�	 ����$�  �4����%	.

 \�w *Q�+ �~��OYcd>0  ��/0� �	Max   ��4��Z 4��� �� "��<�� S1.

 S���	 ��N� D�E� �	:



"��<�� ��_U �w��� X��H
"��<�� ��_U �w��� X��H


0

0

0
0

01

11

1

21

2

1
















≤

≤−
=>≤








=







 −
=

d

dd
Ad

d

d
dA
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01
1

0
)12(0

1

0
0&0 21

≻≻ =







==>









≥===>

cd

dd

برگشت بھ منوی اصلی



 %�(� %�(�--   ���� G��65 	�� �WZ[� �� */ '�67 �$�� $� ���� G��65 	�� �WZ[� �� */ '�67 �$�� $�::

1 2 1 2 4

1 2 3 1 2 3 5

1,2,3 1,2,3,4,5

: 3 : 3

3 2 6 2 3 6

0 0

st x x st x x x

x x x x x x x

x x

+ = + + =

+ − = + − + =

≥ ≥

1 2 1 2 4

1 2 3 1 2 3 5

: 3 : 3

3 2 6 2 3 6

s t d d s t d d d

d d d d d d d

+ = + + =

+ − = + − + =
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1 2 3 1 2 3 5

1 , 2 , 3 1 , 2 , 3 , 4 , 5

3 2 6 2 3 6

0 0

0

0 0

0 1

0 0

1

d d d d d d d

d d

+ − = + − + =

≥ ≥

 
 

   
   
    
   

 
 



• %�(�-  -�0�
$�� '�� 
C4 ���L� � -�0�
$�� '��$��	� ���L�
 a 
&� '���L� �d 	�� �WZ[� $� �&�$  '�� 
C4 � 

1 2

1 2

1,2

:

1) 6

2) 2 4

0

st

x x

x x

x

− + ≤

− + ≤

≥

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 127127

1 2



1 2

1 2

1,2

1 2

:

0

2 0

0

1

st

d d

d d

d

d d

− + ≤

− + ≤

≥

+ =

2 2
x d
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1 1
x d

1
2



• %�(�– '�$ �7�� � S�� R	
a �b  	�� �WZ[� ���$�B�
a 
[�d �
�� ��
�� ������ ���C� N��4 =�

1 2

1 2

1,2

: 1

0

Max Z x x

st a x b x

x

= +

+ ≤

≥
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• %�(�–��	�K� 	\0 $� �$ 	�� G���L� -�K�&� . �B,0)0 �0 �0 �4  �12   (
  �� $��M� �
�8 f �
�� �� b�7 -�K�&� '�	� %��5 *��5 �
�8 =�

  a 
[�d �
�8
1 2 3 4 5

2 3 4 5

1,2,3,4,5

: 4 12 2 16

3 4 4

0

st x x x x x

x x x x

x

+ + + + =

+ + − =

≥
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1 2 3 4 5

1

2

1 1 4 12 2 16

0 1 1 3 4 4

B
x x x x x x Rhs

x

x −



• %�(�– �WZ[�min ��	�K� 	\0 $� �$ 	�� '��& . 	8�a=3 
 �� �0�
 N��4 =� �
��Z=-200  a 
&� S���

1 2 3 4 5

1

3

5

2 1 5 6

1 2 2 3

0 3 1 0

x x x x x R H S

x

x

x

−

−
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8Z a b −

2 2

1

3

5 4

( 3 ) 8 2 0 0 6 4

5 6 2 6 4 1 8 4

2 3 6 4 8 7

1 0 & 0

x x

x

x

x x

− × − = − ⇒ =

= + × =

= + =

= =



• %�(�– �WZ[� =� %��4LP  :��� 	8� 
&� 	�� G$�3 ��
                                                  G$�3 �� �WZ[�  �� $� 9��

a��$�. 
&�� �$ �WZ[�  �� ���C� N��4 �
��
1 3 5

3 4Max Z x x x= − + −

1 2 3 4 5

3

1

0 1 1 2 1 5

1 2 0 1 6 6

x x x x x R H S

Z

x

x

− − −

− −
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1
1 2 0 1 6 6x − −

1 2 3 4 5

3

1

1 0 3 0 4

0 1 1 2 1 5

1 2 0 1 6 6

x x x x x R H S

Z

x

x

−

− − −

− −

3

1−

0 1 0 5 5 9− − −



 !%	 .?�+ !%	 .?�+::  �_U�_U   �?% "��<�� �?% "��<��ZZ  ��4���-��4���-

• ��/0�LP 4���>� �W� �	 �� ���:
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 !%	 .?�+ !%	 .?�+::  �_U�_U   �?% "��<�� �?% "��<��ZZ  ��4���-��4���-

• ��/0� )�� ;<�=��3 *+
 .3� ��� ���Q ��:
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 .3� ��� ���Q ��:

برگشت بھ منوی اصلی



 !�3 .?�+ !�3 .?�+::S5�	 �V4�1�8
S5�	 �V4�1�8


 ��/0�LP 4���>� �W� �	 �� "� ���3�
 *+ %���:
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•[ 4�O- *+ �� ��� *5�0� D�+
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1,2 2

1

3 9 4 6

: 8 : 0

2 4 2 3 6

0 6

M ax Z x x M ax Z x x

st x x st x x

x x x x

x x

x

= + = +

+ ≤ + ≥

+ ≤ + ≤

≥ =

	���

x 2
x
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1
x

1
x

2
x 2

x



 �$�D	� �� '�L��� '�67 $�2  
������ �� )2 JD ( =�
��
 �� *3�/ �
�8.

 $��r� �
�8��� $��] �
�8 =� �� 	�2�� �� JD �& 	8� %�/
����8 -������ �$.

 
������ �& �$�D	� �� '�L� �& '�67 $� ) 
������ 	�
��^3 =� (��
 �� *3�/ s�� =�.
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��^3 =� (��
 �� *3�/ s�� =�.

 �& �� X�� $��]
s�� =� �� ��^3



���  ��	� $� =� '�67 n '�L� 	8� X�� �� �L� �67 ��L� n
 
������ �� �
�8 '� $��] ��� �
�8 $��r� -������ 
&�  
.

%�(� : S	� 	�� �$ $� 	\0 ��	�K� 	8� ���L� �
�8 '��  
-������ �$ x � ���L� 
������ �e�� �$ y ������ -�K0. x �  

y $�,d 
&� a
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 !�3 .?�+ !�3 .?�+::S5�	 �V4�1�8
S5�	 �V4�1�8

 S���	 	�� *+ ;<�=��3 2%� �� ��/0� �- �
��Q �	:
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برگشت بھ منوی اصلی



•• �	 �PQ )�����O� �	 �PQ )�����O�RHSRHS   .3� �V4�1�8
 ���T� �1 .�	%4�� �	 .3� �V4�1�8
 ���T� �1 .�	%4�� �	..
•.3� �4�1�8
 �4H� D%49 4��8� 	�P��k�O� �9%�N ��V�1.

•  g����?� ���# 	4H
 ��� I 		�V ��� l��� �� ���# 	4H
 g����?� �V4�1�8

	�� �� l��� �� �V4�1�8
 . 4�O- .F	 ��� D�E� ��:

1 1 2
: 0

0 1 0 0

Max or Min Z cx

st x x x RHS

x x

=

=

=
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2 1

1 2 2

0 1 0 0

, 0 0 1 0

x x

x x x

Z

=

≥



• D�E�– � �� �	 �V� ��� *<� �	A   ��1 ��B$� % S����

     � �� �� ���<
 4OY �� *F�4+ 4O��� ���# �	C  [ .U� S�1��N
2 1 3

( , , )s x s

A

C

B

1
x

2
x

2

3

1

1 2 1 2 3

2

1

3

0

0

0

Bx x x s s s Rhs

s

x

s

>

>A
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A 3
0s

1 2 1 2 3

2

1

1

0

0

0

Bx x x s s s Rhs

x

x

s

>

>

>

C



• D�E� : ��/0� �O��� \��9LP [ .3� �4�Y ���

1 2 3 4

1 2 3 4

3 4 5 6

: 9 5 4 3 270

0 1, 2, 3, 4i

M ax Z x x x x

st x x x x

x i

= − − +

+ + + ≤

≥ ∈
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 !���Y .?�+ !���Y .?�+::.F�� �V4�1�8
.F�� �V4�1�8


 ��/0�LP  4���>� �W� �	 �� "� ���3�
 *+ %���:
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 !���Y .?�+ !���Y .?�+::.F�� �V4�1�8
.F�� �V4�1�8

  }��N �V4�1�8
 �� �J? 4��� ��� �PQ �1 .80� *F�4+ �<�5���� ��

 S��� ��:
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برگشت بھ منوی اصلی



  S�O# .?�+  S�O# .?�+::  ���V 4OY �O��� \��9  ���V 4OY �O��� \��9
 ��/0�LP 4���>� �W� �	 �� "� ���3�
 *+ % ���:
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 ���� 
5� 	�� G��0 �� ���� 
5� 	�� G��0 ��::
• 4��� ��/0� ��1 .�	%4�� �� �<� ����� L41 K��
 �V� ���

[ S���� �� ���V 4OY �O��� \��9 ����	

• ��/0� ��1 .�	%4�� �� X��H
 %	LP   .3� 	�9��:
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• ��/0� ��1 .�	%4�� �� X��H
 %	LP   .3� 	�9��:

•1-  �	�-��- ��1 .�	%4��functional constraints

•2-  �4OO- *�� ��1 .�	%4��binding constraints 



�	�-��- ��1 .�	%4���	�-��- ��1 .�	%4��

• ��/0� ��1 .�	%4�� ���- ��LP 		�V �� `,a� .  �� S��
45�� ��c %45��.
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• ��/0� G� �V� )�����O�LP  ����	100  ���- I 4��� .�	%4��
  ��+ ��_U �1 "� u��$�� �� % % �	�-��- �1 .�	%4�� )��

	�� 	���� .3� )<��.



�4OO- *�� ��1 .�	%4���4OO- *�� ��1 .�	%4��
•)�� .�	%4�� �1 �����1 �	 � �� �� 	��� D��/3 ���F ��  

4���V I % �� .�	%4�� ���1 `,a� �� 		�V �- S )slack  
�� surplus ( �	 � �� 	��� �W� �	 "� �1 �PQ 4���.

•�� ��a D�E� �	 ��/0� ���N� �- *+ 4� S���	 :
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• � �� �	B   ��1 .�	%4��1  %2 4�� �4OO- *��.

• � �� �	A  ��1 .�	%4��1 %3 4�� �4OO- *��.

• � �� �	o  ��1 .�	%4��3  %4 4�� �4OO- *��.

• D�E�– d��� �	 ��� *<� �	A IB%C   	�4H
 �Y e�
�
 ��
[4�� �4OO- *�� .�	%4��

3
x
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• ��1 .�	%4�� �� �<� ����� L41 K��
 �V� ��� �B,0 $� -���� *+]
���C� [ S���� �� ���V 4OY �O��� \��9 ����	 4���

• ��1 .�	%4�� �� �<� ����� L41 K��
 �V� ���  $� �e�� 	�Q -���� *+]
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• ��1 .�	%4�� �� �<� ����� L41 K��
 �V� ���  $� �e�� 	�Q -���� *+]
���C� �B,0 [ S���� �� ���V 4OY �O��� \��9 ����	 4���



  S�O# .?�+ ���	�  S�O# .?�+ ���	�::���V 4OY �O��� \��9���V 4OY �O��� \��9
 .3� ��� ���Q �� ��/0� ;<�=��3 *+:
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برگشت بھ منوی اصلی



• 	�� G$�3 �� �0�8��d ���C� N��4 ��4� J��	
  ��	����
 
&�:

• 1– �
�� ���C0 %��4.
•2– ���C0 %��4 $� ���! 	�Q 	�_�� 9�� :��� U�	P

�
�� 	^3.

•3–�
��0 	^3 �� 
�[0 �+���� R	
.
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• %�(�– U��	��      	�_�� 	�� 	3��] 	8� *�5 �WZ[� $�a �b 
 ���C� �
�8  ���d '�$�� �WZ[� �B��	
 �d 
�� f ��
��

 
&�.

• %�(�– �B��	
 �d 
�� b�7 %�(� $� k	7 �� �4�� ��
 ���C� �
�8 	�Q $�+2�� � ���C� �
�8 =� '�$�� �WZ[�

3
x
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• %�(�– �B��	
 �d 
�� b�7 %�(� $� k	7 �� �4�� ��
 ���C� �
�8 	�Q $�+2�� � ���C� �
�8 =� '�$�� �WZ[�


&�.



 %�(� %�(�--   '�L� �� '�67 $� *�
 =� *�5 G��/ �� =�	� '�	� '�L� �� '�67 $� *�
 =� *�5 G��/ �� =�	� '�	�
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   ST� .?�+   ST� .?�+::	��4� 	�9% \��9	��4� 	�9% \��9
 ��/0�LP 4���>� �W� �	 �� "� ���3�
 *+ %:
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   ST� .?�+   ST� .?�+::	��4� 	�9% \��9	��4� 	�9% \��9
 .3� ��� ���Q �� ;<�=��3 2%� �� *+:
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برگشت بھ منوی اصلی



;<�=��3 D%49 �	 ���w���;<�=��3 D%49 �	 ���w���
 ��/0�LP 4���>� �W� �	 �� 	��4��$3�:
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 �� ��
 S�1	 �� "�T�:

0

:

≥

=

=

X

bAXst

CXZMax

( )

),(
11



=
−×× NB

x

ccC
mnm

اشجریاشجری تحقیق در عملیاتتحقیق در عملیات((11)) 159159

( )

0,

:

,
)(

1

1

≥

=+

+=

=













= −××

×−

×

NB

NB

NNBB

mnmmm

N

B

xx

bNxBxst

xcxcZMax

NBA
x

x
X

mn

m



;<�=��3 D%49 �	 ���w���;<�=��3 D%49 �	 ���w���
  ;��
�� �- .3� "� 4��� \��9 ����	                                S$0�3 �<O�� d��

B  4��� ��J# ��<H� .  4��� ���# ;��
�� �4O1	 *�<T
 ���$3 ��1��	�� )�����O�
4O��� �>�4<� �� *�$0�  ���# ;��
�� "�O���
	 �� %B 4��� �PQ ��c 4���.  D�+

 .��	 S�1��N ���# ;��
�� "	�� ��J# ��<H� ]�U ��:
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 .��	 S�1��N:
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;<�=��3 D%49 �	 ���w���;<�=��3 D%49 �	 ���w���
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 D�E� D�E�11
• ��/0�LP   ����� \��9 �	 ��/0� )�� �	 �V� I4���>� �W� �	 �� ���

 ��	��� ����	 % 4O��� �O��� ���# �	     %     ��1 ��B$�30  %10   I 4O���
4��%� .34� �� ;<�=��3 ����� D%49 %    %    ��	���.
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  �8
� G� ;��
�� *E� A I S���-�� 	�4H
 ��1��	�� *�$0� �� 3 ��  
���$3 �	 G� ;��
�� �� �8
� ;��
�� �� %4O��� �� R(A)   

��Rank(A) "�T� �	�	 �� 	�� .

    ��/0� �	LP   S���	:
( ) m in ( , )R A m n≤
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 ;��
�� �8
�A  �	 "� "	�	 ���F % ��/0� "	�- 	��4��$3� �� 4H� 4��� �Y�1
 ;��
�� �8
� ;<�=��3 D%49A  �����1 *Q�+m  .3�.

( ) m in ( , )R A m n≤



 ;��
�� �8
� 	����- ;��
�� �8
� 	����-
•  [ .0�Y 4��� \��9 ����	                       S$0�3 �<�� d��

1– ��	��b  ;��
�� ���$3 ��1��	�� .8E� � N e�-�
 �� "��$� ��A  
 .���.

2– ;��
�� ���$3 ��1��	�� �	 �V� �- .U�� �� ���1�?�<3� "��
 �� �OH�
A  ��	�� 4��� \�wb 	�� *Q�+.

0AX b X= ≥
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