
 

 

  



 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

در این بخش برخی از مفاهیم مورد نیاز از درس استاتیک مرور خواهد شد. برای مطالعه بیشتر به جزوات درس استاتیک و 

 تمرین های حل شده که در کانال موجود می باشد مراجعه فرمایید.

 

 که  است  کلی  روش  از  خاصی  حالت  این.  شود  تجزیه  هم  بر  عمود  هاییمولفه  به  نیرو  که  است  مناسب  رو پیش مسائل  عمده  در

  مولفه نیرو، انتهای از موردنظر های امتداد موازات به خطوطی ترسیم با قبلی روش همان به. کردیم اشاره آن به قبل قسمت در

 .است شده تبدیل مستطیل به الاضلاع متوازی حالت این در که باشید داشته توجه. آیدمی بدست ها

 

توان با دو یا چند نیرو جایگزین کرد که با هم، همان اثر را بر ذره داشته باشند.  شود را میرا که بر یک ذره وارد می Fنیروی 

بینهایت مجموعه نیرو با این شرایط  Fمی نامند. لازم به ذکر است که برای هر نیروی  Fاین نیروها را مولفه های نیروی 

 با این مجموعه نیرو را تجزیه نیرو به مولفه هایش می گوییم. Fتوان تصور کرد. به فرآیند جایگزینی نیروی می

 



 

 

  

( تجزیه می شود. سپس با جمع مولفه های هر امتداد با در نظر  yو  xدر این روش، هر نیرو به دو مولفه عمود بر هم )عمدتاٌ 

گرفتن جهت آنها، نهایتاٌ به دو نیرو ) هر نیرو در یک امتداد( می رسیم. در نهایت با بدست آوردن برآیند این دو نیرو، برآیند 

 باشد:وابط ریاضی مربوط به این روش به صورت زیر میآید. رکل نیروها بدست می

 



 

 

  

یک قانون تجربی است که با استفاده از دینامیک اجسام صلب قابل استنتاج است. بر اساس این اصل نیروی وارد بر یک جسم  

 صلب را می توان در طول خط اثر آن انتقال داد بدون اینکه وضعیت تعادل یا حرکت جسم صلب تغییر کند.  

 

هرچند می توان آزادانه از اصل انتقال پذیری برای تعیین وضعیت حرکت یا تعادل اجسام صلب استفاده کرد   توجه خیلی مهم:

و نیروهای خارجی وارد بر این اجسام را بدست آورد، در تعیین نیروهای داخلی و تغییرشکل ها باید از کاربرد این اصل اجتناب 

 کرد یا، دست کم، آن را با احتیاط به کار برد.

 



 

 

  

باشند. نیروهای داخلی های خارجی معرف اثر جسمی دیگر بر جسم موردنظرند به عبارتی عامل حرکت و سکون جسم  مینیرو

 باشند.دارند و  عامل تغییر شکل جسم مینگه مینیروهایی هستند که ذرات تشکیل دهنده جسم را متصل به هم 

 

به صورت حاصلضرب برداری  Oحول نقطه  Fی شود. لنگر نیروی به جسم صلبی وارد م Aدر نقطه  Fفرض کنید نیروی 

 تعریف می شود: Fو  r)خارجی( بردار 

 



 

 

 

  

r   بردار مکان نقطهA برداری که نقط( .ه می باشدO  را به نقطهA  یا هر نقطه ای از خط اثرF )وصل می کند 

در آن قرار دارند، عمود است و جهت آن با استفاده از قانون دست راست بدست می آید.  Fو  Oبر صفحه ای که  Moلنگر 

 را نشان می دهد. OMبه چرخاندن جسم صلب حول محوری ثابت در امتداد  Fدر واقع میزان تمایل نیروی  OMاندازه 

 

های قائم لنگر نیرو طبق رابطه های قائم نوشته شوند، مولفه اگر نیرو و بردار مکان در فرمول محاسبه لنگر نیرو، بر حسب مولفه 

 آید:زیر در فضای سه بعدی بدست می

 



 

 

  

A/Br  بردار مکانA  نسبت بهB باشد..می 

 

باشد. همچنین فرض می Oلنگر این نیرو حول نقطه  oMبر جسم صلبی وارد شده است و  Aدر نقطه  Fفرض کنید نیروی 

روی محور   OMبه صورت تصویر لنگر    OLحول محور    Fنیروی    LOMگذرد. لنگر  می  Oمحوری باشد که از نقطه    OLکنید  

OL (OCتعریف می ) شود. اگرλ   بردار یکه روی محورOL :باشد داریم 

 



 

 

  

به ایجاد حرکت چرخشی در جسم صلب، حول محور ثابت  F، میزان گرایش )تمایل( نیروی OLحول  Fنیروی  OLMلنگر 

OLدهد.، را نشان می 

 

دهند. بدیهی است جمع های مخالف، تشکیل کوپل میهای مساوی، خطوط اثر موازی و جهتبا اندازه F–و  Fدو نیروی 

ای مفروض صفر نیست. لذا های این دو نیرو در هر امتداد برابر صفر است ولی جمع لنگرهای این دو نیرو حول نقطهمولفه

، حرکت انتقالی ایجاد نکرده ولی تمایل به چرخاندن آن توان نتیجه گرفت که اگر این دو نیرو به جسم صلبی وارد شوندمی

 دارند.

 



 

 

  

 آید:اندازه آن نیز از رابطه زیر به دست می

 

 است. F–و  F فاصله عمودی بین خطوط اثر dکه در آن 

 

ای مفروض و ین کرد که از یک نیروی وارد بر نقطهارزی جایگزتوان با سیستم همهر سیستم نیروی وارد بر جسم صلب را می

 گویند. کوپل می-شود که به آن سیستم نیرویک کوپل تشکیل می

 منتقل کنیم: Oشود را به نقطه به جسم صلب وارد می Aکه در نقطه  Fفرض کنید قصد داریم نیروی 

 



 

 

  

انتقال داد، به شرط آن که کوپلی به سیستم اضافه   Oتوان به هر نقطه دلخواه وارد بر جسمی صلب را می Fبنابراین هر نیروی 

 باشد.  Oحول نقطه  Fشود که لنگر آن مساوی لنگر نیروی 

 

 گردد:گرفتیم لنگر اول سطح به صورت زیر تعریف میهای قبلی یاد طبق آنچه در بخش

 

 در تعیین مرکز سطح توجه به نکات زیر میتواند بسیار کمک کننده باشد:

بود. و هرگاه مرکزسطح روی یکی از محورهای مختصات واقع شود، لنگر اول سطح نسبت به آن محور صفر خواهد  -1

 برعکس، اگر لنگر اول سطح نسبت به یکی از محورهای مختصات صفر باشد، آنگاه مرکز سطح روی همین محور واقع است.

 اگر سطح یا خط محور تقارن داشته باشد، مرکزوار آن روی محور تقارن خواهد بود. -2

 محور تقارن خواهد بود. اگر سطح یا خط دارای دو محور تقارن باشد، مرکزوار آن در محل تقاطع دو -3

باشد. )از هندسه به یاد داریم که اگر شکلی اگر سطح یا خطی دارای مرکز تقارن باشد، مرکزوار آن بر مرکز تقارن منطبق می  -4

 دو محور تقارن متعامد داشته باشد، نقطه تقاطع این محورها مرکز تقارن آن شکل است.(

 



 

 

  

با استفاده از مفهوم مرکز سطح، می توان نیروی گسترده را با نیروی متمرکز جایگزین کرد، به این صورت که این نیروی متمرکز 

 گسترده می گذرد.   با سطح زیر منحنی نیروی گسترده مساوی است و خط اثر آن از مرکز سطح نیروی

باید توجه داشت که نیروی متمرکز فقط در صورتی هم ارز نیروی گسترده است که نیروهای خارجی را در نظر تذکر مهم: 

از این نیروی متمرکز می توان برای محاسبه واکنش در تکیه گاه ها استفاده کرد، اما نباید آن را برای محاسبه نیروهای  بگیریم. 

 به کار برد.داخلی و خیزها 

 به زبان ریاضی این معادل سازی به صورت شکل و روابط زیر می باشد:

 

 بیانگر نیروی متمرکز معادل می باشد. Wبیانگر شدت نیروی گسترده خطی و  wدر شکل بالا، 

 



 

 

  

ها به عنوان راه حلی عملی ها و ساختمان ها، جرثقیلهای مهندسی است که معمولٌا در طراحی پلخرپا یکی از انواع مهم سازه

ا از عضوهای مستقیمی تشکیل شده است که از ناحیه سر به  شود. خرپ و به صرفه برای بسیاری از مسائل مهندسی استفاده می

ها با جوشکاری، استفاده از اند. در واقعیت از تیرآهن، ناودانی، نبشی، میله و ... که سرهای آن ها متصل شدههم در مفصل

شود. خرپای یده میهای متداول مسطح دهایی از خرپا( نمونه 15شوند. در شکل )ها به هم متصل میاتصالات پیچی یا پین

 مسطح خرپایی است که  عضوهای آن در یک صفحه واقع شوند. 

 



 

 

  



 

 

  

در این بخش قصد داریم با نیروهای داخلی در اعضای مختلف سازه ها آشنا شویم. برای درک مفهوم نیروی داخلی در عضو، 

یاد گرفتیم که وقتی در سازه ای که در حالت تعادل در ادامه چند حالت بررسی خواهد شد. به یاد داریم که در بخش های قبلی  

است، مقطعی زده شود، بخش های جدا شده نیز در تعادل می باشند. همچنین در محل مقطع زده شده، اثرات هر بخش جدا 

شده روی بخش دیگر طبق قانون عمل و عکس العمل به صورت نیروهایی )و دربرخی موارد به همراه لنگر )ممان(( در نظر 

 گرفته می شود. این نیروها و لنگرها را نیروهای داخلی می گوییم. 

 به یاد دارید که وقتی دو بخش جدا شده دوباره به هم چسبیده شوند، این نیروهای داخلی اثرات یکدیگر را خنثی خواهند کرد.

 



 

 

  



 

 

  

 می باشد. Jلنگر خمشی در نقطه   Mنیروی برشی و لنگر  Vنیروی محوری، نیروی  Fدر شکل بالا نیروی 

با بررسی حالت های بالا، به این نتیجه می رسیم که در یک عضو بسته به بارگذاری روی سازه، هر مقطع، علاوه بر تحمل  

ای داخلی کشش یا فشار )نیروی محوری(، می تواند در برابر برش، خمش و پیچش نیز مقاومت کند. به عبارتی دیگر، نیروه

شامل نیروی محوری، نیروی برشی، لنگر خمشی و لنگر پیچشی می باشد. با اثرات نیروی محوری روی عضو در بخش های  

 ( روی عضو خواهند داشت.20قبلی مخصوصاٌ خرپا آشنا شدیم. نیروی برشی و لنگرهای خمشی و پیچشی تاثیری شبیه شکل )

 



 

 

  

 خواهیم پرداختدر ادامه به بررسی نیروهای داخلی تیر 

خمش ناشی از وارد شدن بار )نیرو( مقاومت می کند. تیرها از مهمترین عضوهای سازه تیر عضوی سازه ای است که در برابر 

ای هستند. در بیشتر موارد، بارها بر محور تیر عمودند و فقط سبب برش و خمش در تیر می شوند. وقتی بارها بر تیر عمود  

 نباشند، نیروهای محوری هم در تیر ایجاد می کنند.

تعیین نیروهای   -1مستقیم، منشوری و بلندند. برای طراحی تیر جهت تحمل بارها دو گام اساسی داریم:  تیرها معمولاٌ میله های  

 برشی و لنگرهای خمشی ناشی از بارها

انتخاب مناسب ترین مقطع برای مقاومت در برابر نیروهای برشی و لنگرهای خمشی که در گام اول فرآیند طراحی تیر  -2

 تعیین شدند.

 رس استاتیک و گام دوم در درس های مقاومت مصالح و طراحی سازه ها مورد بحث قرار می گیرد. گام اول در د

 

( 21نیروهای داخلی در نقطه ای مفروض از تیر را مثبت می نامند، هرگاه نیروها و لنگر خمشی داخلی، امتدادی مطابق شکل )

 داشته باشد.

 



 

 

  

 با توجه به نکات زیر نیازی به حفظ کردن این قراردادها نداریم:

 نیروی محوری به سمت بیرون مقطع )نیروی کششی( مثبت می باشد. -1

 نیروی برشی که تمایل به دوران بخش جداشده به صورت ساعتگرد دارد، مثبت می باشد. -2

 شکل شبیه کاسه دارد، مثبت می باشد.لنگر خمشی که تمایل به تغییر  -3

تغییرات نیروهای داخلی در طول تیر، اطلاعات لازم برای طراحی تیر را فراهم می کند. مخصوصاٌ مقادیر حداکثر آنها، نخستین  

د.  عاملی است که در طراحی یا انتخاب تیر در نظر گرفته می شود. لذا باید مقدار و محل نیروی داخلی حداکثر نیز مشخص شو

بر  Mو  N  ،Vبهترین شیوه نمایش تغییرات نیروهای داخلی شیوه ترسیمی است که در واقع نمودار تابع بدست آمده برای 

حسب فاصله روی تیر را باید ترسیم کنیم. این نمودارها را نمودارهای نیروی محوری، نیروی برشی و لنگر خمشی تیر می 

  نامیم.

 

اند، غالباٌ لازم است لنگر آن ها را حول شوند به صورت پیوسته توزیع شدههنگامی که نیروها روی سطحی که بر آن وارد می

محوری واقع در صفحه آن سطح، یا عمود بر این صفحه، محاسبه کرد. اغلب اوقات شدت نیرو )فشار یا تنش( با فاصله خط  

 لنگر متناسب است.اثر نیرو از محور 



 

 

  

. نیروی جزئی وارد بر هر جزء سطح با فاصله ضرب در سطح دیفرانسیلی آن جزء، و لنگر جزئی با مجذور فاصله ضرب در 

)شود که نیروی کل به صورت سطح دیفرانسیلی متناسب است. بنابراین مشاهده می )x or y dA  بوده که قبلا یاد گرفتیم

)2باشد. و همچنین لنگر کل به صورت که همان لنگر اول سطح می )x or y dA    است که این انتگرال را لنگر لختی یا لنگر

 نامند. دقت کنید که این انتگرال تابع هندسه سطح است.دوم سطح یا ممان اینرسی سطح می

 

 گردد:های زیر محاسبه میبا استفاده از انتگرال y و  xهای نسبت به محور   Aلنگر لختی )ممان اینرسی( سطح 

 

 گویند.ای لختی قائم میکه به این لنگرها، لنگره

2با توجه به شکل زیر، انتگرال   

O
J r dA=    که در مسائل مرتبط با پیچش سروکار خواهیم داشت، را ممان اینرسی قطبی یا

 نامند.لنگر لختی قطبی می

 



 

 

  

 توان با استفاده از لنگرهای لختی قائم بدست آورد. به این صورت که:دقت کنید که لنگر لختی قطبی سطح مفروض را می

 

 در نتیجه داریم:

 

است. حال تجسم کنید که این سطح را  xIبرابر  xکه لنگر لختی )ممان اینرسی( آن نسبت به محور  را در نظر بگرید Aسطح 

با لنگر لختی سطح اصلی  xفشرده کنیم. اگر قرار باشد لنگر لختی این نوار نسبت به محور    xبه صورت نواری موازی با محور  

نامیم. با استفاده از این تعریف و  این فاصله را شعاع ژیراسیون میباشد؟؟  xای از محور یکی باشد، این نوار باید در چه فاصله 

 های زیر داریم:شکل

 



 

 

 ها برقرار است:با توجه به تعاریف بالا، رابطه زیر بین شعاع ژیراسیون

 

گذرنده از مرکز سطح موازی باشد، طبق قضیه محور   ’BBبا محور  ’AAبوده و محور  Aمرکز سطح  Cاگر در شکل زیر 

 موازی داریم:

 



 

 

  

 های ژیراسیون نیز برقرار است:طبق قضیه محور موازی رابطه زیر بین شعاع

 

توان لنگر لختی قطبی ،  ای مشابه، میبا استفاده از قضیه
O

J سطح نسبت به نقطه ،O   ،را، به لنگر لختی قطبی
C

J  همان سطح

 بنامیم، خواهیم داشت: dرا  Cو  Oمربوط کرد. اگر فاصله بین  Cحول مرکزوار 

 

 شود:ل زیر تعریف میبه صورت انتگرا yو  xنسبت به محورهای  Aبا توجه به شکل زیر، حاصلضرب لختی سطح 

 



 

 

  

xyباشند، حاصلضرب لختی   Aها محور تقارن سطح یا هردوی آن yو  xوقتی یکی از محورهای 
I   .صفر است 

 با استفاده از قضیه محور موازی برای حاصلضرب لختی طبق شکل زیر داریم:

 

لنگر لختی )ممان اینرسی( یک سطح مرکب نسبت به یک محور برابر است با مجموع لنگر لختی )ممان اینرسی( سطوح  

محاسبه ممان اینرسی سطوح مرکب نسبت به یک محور از قضیه محور  دهنده آن نسبت به آن محور. دقت کنید که در تشکیل

موازی به وفور استفاده خواهیم کرد. همچنین اگر سطحی حذف شده باشد )حفره یا ...( ممان اینرسی آن را در محاسبات منفی 

 گیریم.در نظر می

های ژیراسیون سطوح تشکیل دهنده شعاعنکته مهمی که باید توجه کنیم این است که شعاع ژیراسیون سطح مرکب، با جمع 

 آن مساوی نیست.

 



 

 

  

، طبق شکل زیر، ممان اینرسی سطح را نسبت  yو  xدر این بخش قصد داریم با معلوم بودن مقدار ممان اینرسی حول محور 

xدوران کرده است )یعنی محورهای  به اندازه  Oبه محورهابی که حول مبدا    وy   .تعیین نماییم 

 

 با استفاده از روابط مثلثاتی و ساده سازی ها خواهیم داشت:

 

 توان ممان اینرسی سطح را نسبت به هر محوری که حول مبدا دوران کرده بدست آورد. با استفاده از روابط بالا، می

 آید:از روابط مربوط به ممان اینرسی محورهای دوران یافته نتایج زیر بدست می

 الف(  

 



 

 

  

ب( معادلات مربوط به  
x

I
    وx y

I
   های پارامتری یک دایره هستند. یعنی اگر به ازای مقادیر مختلف  معادله   در یک دستگاه

)مختصات قائم نقاط به مختصات   , )
x x y

I I
     را ترسیم کنیم، نقاط بدست آمده روی یک دایره قرار خواهند گرفت. معادله این

 بود:دایره به صورت زیر خواهد 

 

 که با تعریف

 

 خواهیم داشت:

 

)به مختصات  Cو مرکز   Rدانید، معادله فوق، معادله دایره به شعاع همانطور که می ,0)
ave

I باشد. این دایره را که می

 نامیم. نخستین بار مهندس آلمانی به نام اوتو مور معرفی کرد دایره مور می

 



 

 

  

قاطع دایره با محور افقی اهمیت خاصی دارند. این نقاط به ترتیب متناظر با مقادیر  در دایره مور، یعنی نقاط ت Bو  Aدو نقطه 

ماکزیمم و مینیمم ممان اینرسی 
x

I
  باشند. دقت کنید که در این دو نقطه  میx y

I
   باشند. مقادیر صفر می

m
   پارامتر   که با

0متناظر است با حل معادله   Bو  Aنقاط 
x y

I
 
 آید:به صورت زیر بدست می =

 

روی  ران یک محور به اندازه دقت کنید که هر شعاع از دایره معادل یک محور در شکل اصلی می باشد. همچنین بازای دو

 جهت با دوران شکل، دوران خواهیم داشت.و هم 2شکل اصلی، روی دایره به اندازه 

باشد، یکه بیانگر محورهایی هستند که ممان اینرسی سطح نسبت به آنها ماکزیمم و مینیمم م Bو  Aمحورهای متناظر با نقاط 

و مقادیر متناظر  Oمحورهای اصلی سطح حول نقطه 
max min

,I I  را لنگرهای لختی اصلی )ممان اینرسی اصلی( سطح  نامیده

 شود. دقت کنید که حاصلضرب لختی سطح نسبت به محورهای اصلی برابر صفر است. می

 توان هم با ترسیم دایره مور و هم از روابط زیر بدست آورد:مقادیر ممان اینرسی اصلی را می

 

باشد. از  Oگذرد، این محور باید محور اصلی آن سطح حول نقطه می Oهرگاه سطحی محور تقارنی داشته باشد که از نقطه 

طرف دیگر، محور اصلی لزوماٌ نباید محور تقارن سطح باشد. خواه سطحی محور تقارن داشته باشد و خواه نداشته باشد، دو  

 خواهد داشت. Oمحور اصلی لختی )عمود برهم( حول هر نقطه 

 



 

 

 

 را به صورت شکل زیر در نظر بگیرید. yو  xو دو محور مختصات قائم  Aسطح مفروض 

 

با فرض معلوم بودن )یا محاسبه( مقادیر ممان اینرسی 
x

I  وy
I   وx y

I کنیم:طی مراحل زیر دایره مور را ترسیم می 

)به مختصات  Xنقطه  -1 , )
x xy

I I  کنیم.میرا روی نمودار مشخص 

)به مختصات  Yنقطه  -2 , )
y xy

I I− کنیم.را روی نمودار مشخص می 

3- X و Y کنیم و نقطه تقاطع خط را با خطی راست به هم متصل میXY  با محور افقی راC .می نامیم 

 ترسیم می کنیم. XYو قطر  Cای به مرکز دایره -4

 باشد.می Oحول نقطه  دایره حاصل، دایره مور برای سطح مفروض

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

ها همانطور که در جلسات قبل صحبت کردیم، هدف اصلی از مطالعه مقاومت مصالح دستیابی به ابزار تحلیل و طراحی سازه

باشد. در این بخش با مفهوم تنش آشنا خواهیم شد و برای درک بیشتر از یک مثال که براساس مفاهیم تنش و تغییر شکل می

 را در درس استاتیک بررسی کردیم، استفاده خواهیم کرد.قبلا مشابه آن 

 

فرض کنید عضوی از یک سازه )مثلا خرپا( دارای نیروی داخلی به صورت شکل زیر باشد. آیا به نظر شما صرفا با دانستن 

داد؟ در جواب باید گفت نه. زیرا وضعیت  توان در مورد گسیختگی یا عدم گسیختگی میله نظرمی BCFمقدار نیروی داخلی 

 BCFگسیختگی میله علاوه بر نیروی داخلی به مساحت مقطع عرضی میله و جنس آن نیز بستگی دارد. در واقع، نیروی داخلی  

 اند.برآیند نیروهای جزئی است که در تمام مساحت مقطع عرضی توزیع شده

 

شدت متوسط این نیروهای توزیعی برابر است با نیروی وارده بر مساحت واحد این مقطع. نیرو در سطح واحد، یا شدت 

 گویند. نیروهای توزیع شده روی یک مقطع معین را تنش در آن مقطع می

 آید:است از رابطه زیر بدست می Pکه تحت بار محوری  Aتنش در یک عضو با مساحت مقطع عرضی 

 



 

 

منفی برای تنش فشاری استفاده باشد و از علامت مثبت برای تنش کششی و از علامت این تنش از نوع تنش نرمال می

 شود.می

 

)برحسب نیوتن  Pدر خصوص واحد تنش، اگر بار  )N  و مساحتA  2بر حسب مترمربع( )m  باشد، تنش   بر حسب

2
N

m
)خواهد بود که این واحد را پاسکال   )Pa نامیم. از فیزیک به یاد دارید که برای مقادیر بزرگتر یک کمیت از می

 توان استفاده کرد.های کیلو ، مگا و گیگا میمضرب

 

30برای درک مفهوم تنش محوری، سازه شکل زیر را تحلیل خواهیم کرد. این سازه تحت اثر نیروی خارجی  kN  .قرار دارد

30با مقطع عرضی مستطیلی به ابعاد    ABاین سازه از عضو   50mm    و عضوBC  20ای به قطر  با مقطع عرضی دایرهmm 

 اند. نگه داشته شده  Cو    Aها در  ها و بستاند و توسط مفصلبه هم متصل شده  Bتشکیل شده است. این اعضا توسط مفصل  

با استفاده از آنچه که در استاتیک یاد گرفتیم به صورت مرحله به مرحله این سازه را تحلیل کرده و نیروهای داخلی آن را 

 آوریم.بدست می

 



 

 

  

 دو روش برای تحلیل این سازه وجود دارد:

گاهی و نیروهای داخلی های تکیهنمودار جسم آزاد کل سازه را ترسیم کرده و با استفاده از معادلات تعادل عکس العمل -1

 اعضا را بدست آوریم.

 از مفهوم عضو دو نیرویی استفاده کنیم. -2

عضوهای دو نیرویی هستند، یعنی عضوهایی که فقط در دو نقطه تحت اثر نیرو قرار دارند. از  BCو  ABای دانیم اعضمی

دانیم که برای یک عضو دونیرویی، خطوط اثر برآیند نیروهای وارد بر هر یک از این دو نقطه در خلاف طرفی از استاتیک می

با استفاده از ترسیم مثلث نیروها،   Bرسی تعادل مفصل گذرند. با دانستن این نکته و برجهت هم بوده و از این دو نقطه می

 خواهیم داشت:

 



 

 

  

 که با حل تناسب بالا، خواهیم داشت:

 

حال که نیروهای در دو سر عضوها، را بدست آوردیم می توانیم به راحتی با زدن مقطع در نقاط دلخواه عضو، نیروی داخلی 

 را بدست آوریم. 

50تحت کششی برابر با  BCرسیم که عضو در نهایت به این نتیجه می kN  و عضوAB  40تحت فشار برابر باkN 

 باشد.می

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 نماییم.ها دو حالت زیر را بررسی میدر ادامه برای درک مفهوم تنش و آشنایی بیشتر با اهمیت این درس در طراحی سازه

165allاز فولاد با ماکزیمم تنش مجاز  20mmبه قطر  BC: فرض کنید میله 1حالت  MPa ساخته شده است. آیا این  =

 تواند بار وارده را تحمل کنید؟میله می

و ابعاد مقطع را داریم. لذا مقدار تنش محوری عضو را  BC: با استفاده از نتایج تحلیل بخش قبل، نیروی داخلی عضو  جواب

 کنیم:به صورت زیر محاسبه می

 

تواند بار وارده را تحت اثر بار اعمالی، کمتر از تنش مجاز فولاد بوده، لذا این میله با اطمینان می BCتنش حاصله در عضو 

 تحمل کند.

100allخواهیم از آلومینیم با تنش مجاز  : فرض کنید می2حالت   MPa استفاده نماییم. در این حالت قطر    BCبرای عضو    =

 ای عضو چقدر باید باشد تا عضو با اطمینان بار وارده را تحمل کند؟مقطع دایره

این  هستیم. برای BC: در این حالت دنبال یافتن ابعاد مناسب برای مقطع هستیم. به عبارتی در حال طراحی عضو جواب

ای تعیین کنیم که تنش حاصله از نیروی اعمالی به سازه، کمتر از تنش مجاز آلومینیم باشد.  منظور باید ابعاد مقطع را به گونه

 لذا:

 



 

 

 

 گردد.یا بیشتر انتخاب می 26mmپس میله آلومینیم به قطر  



 

 

  

حال که با مفهوم تنش به صورت کلی و مفهوم تحلیل و طراحی آشنا شدیم، در ادامه با تنش نرمال و تنش برشی آشنا خواهیم  

ها خواهیم رسید. لازم به ذکر است در تری از این مفاهیم در تحلیل و طراحی سازهشد و در قالب یک مثال به درک عمیق

 تر مفاهیم بررسی خواهد شد.جلسات آینده با پیشرفت یادگیری، جزئی

 

ترین مثال برای درک موضوع شود. سادهاین نوع تنش متناظر با نیروی داخلی محوری و لنگر خمشی در مقطع عضو ایجاد می

 باشد. طبق مباحث جلسات قبل، تنش متناظر با نیروی محوری در اعضای خرپا می

 گردد:به صورت زیر محاسبه می  رینیروی محوناشی از  تنش نرمال متوسط  در شکل زیر، عضو تحت بار محوری، یادگرفتیم که  

 

باشد و تنش در یک نقطه خاص از مقطع روی مقطع عرضی می متوسط تنشدر فرمول بالا، مقدار  دقت کنید که تنش 

 .باشدنمی عرضی

 



 

 

  

را در نظر گرفته  Aمعین از مقطع عرضی، باید مساحت کوچک )جزء دیفرانسیل مساحت(  برای تعریف تنش در یک نقطه

مقدار متوسط تنش را روی این سطح کوچک بدست آوریم. با  Fو از تقسیم مقدار نیروی اعمالی روی این سطح کوچک 

 آید:به سمت صفر، تنش در نقطه مورد نظر بدست می Aاستفاده از مفهوم حد در ریاضیات، با میل دادن 

 

به طورکلی، مقدار تنش در یک نقطه معین از یک مقطع عرضی با مقدار تنش متوسط مقطع متفاوت است و در هر مقطع تغییر 

 کند. برای روشن شدن موضوع به شکل زیر توجه کنید.می

 



 

 

  

کنید که میزان تغییرات مشاهده میشکل )الف( میله باریکی است که تحت بارهای متمرکز مساوی قرار دارد. در شکل )پ( 

باشد. تنش در مقاطع دور از نقاط اثر بارهای متمرکز کوچک است. ولی در مقاطع نزدیک این نقاط میزان تغییرات قابل توجه می

 های ب و ت()شکل

 م بدست آوریم:توانیمقدار برآیند نیروهای داخلی در مقاطع اشکال بالا که تحت تنش نرمال هستند را از رابطه زیر می

 

 کنیم. برای درک بیشتر از مفاهیم تعادل استاتیکی استفاده می

 



 

 

  

 در شکل بالا اگر میله را از یک مقطع برش بزنیم و از رابطه بالا استفاده کنیم و تعادل آن را بررسی نماییم، خواهیم داشت: 

 '

A

P P dF dA= = =  

 برابر خواهد بود. Pهای تنش در هر مقطعی از میله، با مقدار نیروی خارجی اعمالی به عبارتی حجم زیر هریک از توزیع

های ناشی از اعمال بار هستیم و به عبارتی برای تعیین دقیق توزیع واقعی تنش در مقطع نیازمند دانستن اطلاعاتی از تغییر شکل

 مساله نامعین استاتیکی روبرو هستیم که در جلسات آینده مفصل در خصوص آن صحبت خواهیم کرد.با یک 

به جز در مجاورت نقاط های قائم در عضوی که به طور محوری بارگذاری شده است کنیم که توزیع تنشدر عمل فرض می

برابر است و از تقسیم نیرو بر  aveبا مقدار متوسط تنش  ، یکنواخت می باشد. لذا مقدار تنش در هر نقطه  اثر بارها

 آید.مساحت مقطع بدست می

حال سوال جالب و مهم این است که اگر توزیع تنش نرمال تحت نیروی محوری را یکنواخت فرض کنیم، محل اثر نیروی 

 محاسبه کردیم، کجا خواهد بود؟برآیند این تنش که مقدار آن را قبلا 

نیروهای داخلی در  Pبا توجه به شکل زیر و آنچه از استاتیک به یاد داریم، اگر توزیع تنش در مقطع یکنواخت باشد، برآیند 

 شود. مرکزوار مقطع عرضی وارد می

 



 

 

  

P,'پذیر است که خط اثر بارهای متمرکز خارجی  به عبارتی، توزیع تنش یکنواخت تنش فقط وقتی امکان P  ار مقطع از مرکزو

شود که در تمام عضوهای دو نیرویی گویند و فرض میعرضی تحت بررسی بگذرد. این نوع بارگذاری را بارگذاری مرکزی می

 دهد.های مفصلی وجود دارند، روی میمستقیم که در خرپاها و سازه

 

محوری بارگذاری شود و بار دارای خروج از مرکز باشد، چه تاثیری ممکن است بپرسید که اگر یک عضو دونیرویی به طور 

 روی تنش خواهد داشت؟

 برای جواب دادن به این سوال به شکل زیر توجه کنید.

 



 

 

  

دانیم که برای تعادل قطعه جدا شده در این حالت، لازم است در شکل بالا مقطعی دلخواه را در نظر گرفتیم. از استاتیک می

Mبا لنگر  Mشود و کوپل که در مرکزوار مقطع وارد می Pنیروهای داخلی شامل )معادل( نیروی محوری  P d=   .باشد

 باشد.در این حالت توزیع تنش ها دیگر یکنواخت و متقارن نمی

 

زده و تعادل بخش جدا شده را  C کنیم. در شکل زیر مقطعی درتعریف تنش برشی را با بررسی یک مثال ساده شروع می

 کنیم.بررسی می

 



 

 

  

است.  Pاز تعادل بخش جدا شده نتیجه می شود که در صفحه مقطع عرضی، نیروهای داخلی وجود دارد که برآیند آنها برابر 

باشند. این نیروهای جزئی داخلی را نیروهای برشی و برآیند آنها را برش در آن این نیروهای داخلی مماس بر مقطع عرضی می

 یم. ناممقطع می

 آید:، تنش برشی متوسط بدست می Aبر مساحت مقطع عرضی  Pاز تقسیم برش 

ave

P

A
 = 

توان یکنواخت فرض کرد. فعلا بدانید های برشی در عرض مقطع را نمیبرخلاف آنچه که برای تنش نرمال گفتیم، توزیع تنش

باشد، تغییر    aveتواند بزرگتر از مقدار متوسط  که می  maxکه مقدار واقعی تنش برشی از صفر در سطح عضو تا مقدار ماکزیمم  

 کند. مفصل در جلسات آینده در این مورد صحبت خواهیم کرد.

 کنیم.دهد. برای درک بیشتر، چند مثال رو با هم بررسی میها روی میها و پرچها، مفصلهای برشی معمولا در پیچ و مهرهتنش

 



 

 

  

اند. در صفحه  قرار گرفته Fاند. این صفحات تحت نیروهای کششی ل بالا دو صفحه با پیچ و مهره به هم متصل شدهدر شک
'EE    مقطعی زده و با بررسی تعادل بخش جدا شده نتیجه می شود که برشP   در این مقطع با نیروی خارجیF   .برابر است

 آید:تنش برشی متوسط در این مقطع به صورت زیر بدست می

ave

P F

A A
 = = 

 برش در اتصالات پیچ و مهره ای به صورت زیر است.مثال دیگر برای بررسی 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 گردد:به صورت زیر محاسبه میبا توجه به نمودار جسم آزاد ترسیم شده پیچ و مهره در شکل بالا، مقدار تنش برشی متوسط 

2

2
ave

F
P F

A A A
 = = = 

 شود که پیچ و مهره تحت برش دوگانه قرار دارد.در این حالت، به اصطلاح گفته می

 

آورند. شکل زیر را در نظر هایی را در امتداد سطح تماس عضوهای متصل بوجود میها، تنش ها و پرچپیچ و مهره، مفصل

 بگیرید.

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

وارده از صفحه بر پیچ   Fکند که برابر و در خلاف جهت نیروی وارد می  Aرا بر صفحه    Pدر شکل بالا، پیچ و مهره، نیروی 

)ضخامت   tو به طول    dای به قطر  استوانهبرآیند نیروهای جزئی توزیع شده روی سطح داخلی نیم  Pباشد. نیروی  و مهره می

 صفحه( است. 

 bگاهی های متناظر کاملا پیچیده است، لذا در عمل از مقدار متوسط تنش که آن را تنش تکیهتوزیع این نیروها و توزیع تنش

آید، بر مساحت مستطیلی تصویر پیچ و مهره روی مقطع صفحه بدست می  Pشود. این تنش از تقسیم بار  گویند، استفاده میمی

 لذا داریم:

b

P P

A td
 = = 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

بررسی خواهیم کرد. شکل زیر که همان مثال  بندی، مثال حل شده جلسه قبل را با جزییات بیشتری در این بخش برای جمع

 جلسه قبل با جزییات است، را در نظر بگیرید.

 



 

 

 

  

 های مختلف سازه را بدست می آوریم.در ادامه تنش در بخش

  BCو میله  ABالف: تنش قائم در بازوی 

  BCای میله : بخش دایره 1-الف
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 که دارای سوراخ است. BC: باریک ترین قسمت تخت میله 2-الف
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توجه کنید که مقدار تنش بدست آمده یک مقدار متوسط است. در جلسات بعد خواهیم دید که تنش در نزدیک سوراخ به 

 رسد. مقدار خیلی بیشتری می

 شود؟حال سوال جالب این است که به نظر شما این میله از کدام بخش گسیخته می

ای، لذا با افزایش عرض شود نه در قسمت استوانه گسیخته می هابدیهی است میله تحت بار افزایشی در نزدیک یکی از سوراخ

 را بهبود داد. توان طراحی آنیا ضخامت تخت میله، می

 ب: تنش برشی در اتصالات 

برای تعیین تنش برشی در اتصالاتی مانند پیچ و مهره، مفصل یا پرچ، ابتدا نیروهای وارده از عضوهای مختلفی را که توسط این 

 دهیم.اند را نشان میاتصالات به هم متصل شده



 

 

  

  C: مفصل 1-ب

 

  A: مفصل 2-ب

 



 

 

 

  B: مفصل 3-ب

توان به پنج قسمت تقسیم کرد که هر کدام تحت نیروهای وارده از بازو، میله و براکت قرار دارند. با توجه به  این مفصل را می

ی باشد. با توجه به  کیلونیوتن م 25و  15به ترتیب برابر  و  های زیر و مقاطع ترسیم شده، مقدار برش در مقاطع شکل

کیلونیوتن و بیشترین تنش   25برابر است با    اینکه بارگذاری مفصل به صورت متقارن است، ماکزیمم مقدار برش در مفصل 

 دهد.روی می و  های برشی در مقاطع 

 



 

 

  

گیرد، فقط تنش نرمال  با توجه به شکل زیر و جلسات قبل، دیدیم که وقتی یک عضو دو نیرویی تحت نیروی محوری قرار می

 آید.)قائم( در آن به وجود می

 

همچنین طبق شکل زیر، دیدیم که نیروهای عرضی وارد بر پیچ و مهره ها و مفصل ها، فقط تنش برشی در آن اتصالات ایجاد 

 کنند.می

 

در دو مورد گفته شده در بالا، به صفحاتی که تنش در آنها بررسی شده است، دقت کنید. این صفحات نسبت به بار اعمالی 

 خارجی در چه موقعیتی هستند؟

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

های قائم و برشی را با هم به وجود نباشند، تنشدر ادامه خواهیم دید که نیروهای محوری در صفحاتی که بر محور عضو عمود  

های آورند. همچنین، نیروهای عرضی وارد بر یک پیچ و مهره نیز در صفحاتی که بر محور پیچ و مهره عمود نباشند، تنشمی

 کنند.قائم و برشی را با هم ایجاد می

خواهیم تنش وری قرار دارد در نظر بگیرید. میبرای روشن شدن موضوع، عضو دو نیرویی زیر را که تحت تاثیر نیروهای مح

 سازد، بررسی نماییم.می را در مقطعی از عضو که با راستای عمود زاویه 

 

استفاده از مفهوم تجزیه نیروها، مقادیر تنش نرمال و برشی در این مقطع به صورت زیر با بررسی تعادل قطعه جدا شده و 

 گردد:محاسبه می

 

 دانیم:از طرفی در خصوص مساحت مقاطع عمود و مایل در این عضو می

 



 

 

  

 در نتیجه مقادیر تنش نرمال و برشی برابر خواهد بود با:

 

 یا

 

 مساحت مقطع در امتداد عمود بر محورعضو است. 0Aاز روی شکل مشخص است که 

معادلات بالا به وضوح مشخص است که با تغییر زاویه مقطع، مقادیر تنش برشی و نرمال تغییر خواهد کرد. به نظرتون مقادیر از  

 ای است؟حداکثر تنش نرمال و برشی در چه زاویه

 در شکل زیر مقادیر تنش نرمال و برشی در صفحات مختلف نشان داده شده است.

 



 

 

  

عضوهایی که تا الان تنش آنها را بررسی کردیم، عضوهای دونیرویی تحت بارگذاری محوری و اتصالات تحت بارگذاری 

های تنش تحت  تری هستند. در ادامه مولفهها تحت شرایط بارگذاری پیچیدهعرضی قرار داشتند. ولی اغلب اعضای سازه

رت شکل زیر را درنظر بگیرید که تحت بارگذاری کلی شرایط کلی بارگذاری بررسی خواهد شد. جسم فرضی به صو

1 2, ,...P P .قرار دارد 

 

در  yzای به موازات صفحه از جسم، ابتدا این جسم را توسط صفحه Qاصل از این بارگذاری در نقطه برای بررسی تنش ح

زنیم. قسمتی از جسم در سمت چپ این مقطع تحت تاثیر چند نیروی خارجی، و نیروهای قائم و برشی مقطع می Qنقطه 

کنند، به ترتیب با  اثر می Qپیرامون نقطه  Aتوزیعی داخلی قرار دارد. نیروهای قائم و برشی را که در مساحت کوچک 
xF  وxV دهیم. توجه کنید که برای نشان دادن این نیروها، چون بر یک سطح عمود بر محور نشان میx  ،اثر می کنند

  xVکاملا مشخص است در حالی که نیروی برشی  xFاستفاده می شود. توجه کنید که جهت نیروی قائم  xاز اندیس 

xرا به دو مولفه    xVمی تواند هر جهتی را در صفحه مقطع داشته باشد. لذا  

yV    وx

zV  های موازی با محورهای در جهت

y  وz کنیم.تجزیه می 

 



 

 

  

تقسیم و این مساحت را به سمت  Aبرای بدست آوردن تنش در این نقطه کافی است مقادیر نیروها را بر مساحت کوچک 

 مولفه تنش به دست می آید که در شکل زیر نشان داده شده است.صفر میل دهیم. با اینکار سه 

 



 

 

  

اثر می کنند  xهای تحت بررسی بر سطح عمود بر محور در مولفه های تنش بالا، اندیس اول نشان دهنده این است که تنش 

 دهد. و اندیس دوم جهت مولفه تنش را نشان می

به موازات  Qمی توانستیم صفحات دیگری نیز عبور دهیم و همین روند را تکرار کنیم. با عبور یک مقطع از  Qدر نقطه 

,، مولفه های تنش zxصفحه  ,y yz yx   کنیم. همچنین با عبور یک مقطع از را مشخص می Q  به موازات صفحهxy ،

,مولفه های تنش   ,z zx zy   اوریم.را به دست می 

های وارد بر و تنش Qبا مرکز  a، مطابق شکل زیر، مکعب کوچکی به ضلع   Qبرای سهولت تجسم حالت تنش در نقطه  

 گیریم.شش وجه مکعب را در نظر می

 

های مساوی و های وارد بر سه وجه مکعب نشان داده شده است. بر وجوه دیگر نیز تنشدقت کنید که در شکل بالا، فقط تنش

 Qهای موجود در نقطه شده اثر می کنند. توجه کنید که تنش های وارد بر وجوه مکعب با تنشهای نشان دادهمخالف با تنش

 رود.کند، این خطا از بین میمکعب به سمت صفر میل می aرند، ولی خطای موجود کم است و وقتی ضلع کمی تفاوت دا

های تنش برشی را بدست می آوریم. ابتدا نمودار جسم آزاد مکعب را ترسیم حال با بررسی تعادل این مکعب، رابطه بین مولفه

 زم را بررسی می کنیم.معادله تعادل لا 6کنیم. و می

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 کنیم:ابتدا سه معادله تعادل نیرویی زیر را بررسی می

 

آزاد، در وجوه با توجه به اینکه در بخش قبل دیدیم، نیروهای مساوی و مخالف با نیروهای نشان داده شده در دیاگرام جسم 

 کنند، لذا بدیهی است این سه معادله برقرار می باشد.روبرو اثر می

رسم    به موازات محورهای     که به ترتیب از    حال با درنظر گرفتن لنگر نیروها نسبت به محورهای  

 آیند:شوند، سه معادله زیر به دست میمی

 
'با در نظر گرفتن تصویر روی صفحه  'x y شود فقط لنگر نیروهای برشی نسبت به محور مطابق شکل زیر، دیده میz 

 غیرصفرند و این نیروها دو کوپل را تشکیل می دهند. لذا داریم:

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 به همین ترتیب خواهیم داشت: 

 

نهایتا از آنچه تا الان گفته شد، نتیجه می شود که برای تعریف حالت تنش در یک نقطه، به جای نه مولفه تنش، فقط شش مولفه 

 تنش مورد نیاز است. این شش مولفه عبارتند از: 

 

آن بر صفحه دیگری که همچنین، در یک نقطه، برش نمی تواند فقط در یک صفحه روی دهد، بلکه یک تنش برشی مساوی با  

 شود.شود. در مثال پیچ و مهره مطابق شکل این نکته دیده میبر صفحه اول عمود است وارد می

 



 

 

 

بندی و درک بیشتر این بخش، عضو تحت نیروی محوری را که قبلا بررسی کردیم، دوباره از این منظر مورد بحث برای جمع

 دهیم.قرار می

 

به عنوان تمرین کلاسی و آشنایی با روند جست و جو در بین منابع علمی، در کانال درسی با مشارکت شما دانشجویان مورد 

 بحث قرار گرفته و جمع بندی شد.

 



 

 

 

  



 

 

 

 

برای حل مساله، لازم است مقدار نیروی محوری را در مقاطع مختلف میله بدست آوریم. به عبارتی نمودار نیروی 

محوری میله را ترسیم کنیم. برای این منظور در بخش های مختلف میله، مقطع زده و با استفاده از اصل تعادل، 

 آوریم.میمقدار نیروی محوری را بدست 

 

 باشد:با استفاده از مقاطع بالا، نمودار نیروی محوری میله به صورت زیر می

 

باشد، حداکثر تنش نرمال در بخشی از میله رخ می دهد که نیروی محوری می ثابت با توجه به اینکه مقطع میله 

اشد. لذا حداکثر تنش نرمال بکیلونیوتن می 30و برابر  BCحداکثر باشد. حداکثر نیروی محوری میله در بخش 

 برابر است با :

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

 

  



 

 

 

ها را بدست آوریم. برای این برای بدست آوردن تنش نرمال، ابتدا لازم است نیروی محوری در هر یک از میله 

 کنیم:کار ابتدا دیاگرام جسم آزاد لامپ را مطابق شکل زیر ترسیم می

 
 داریم:حال با بررسی تعادل 

 

 
 

از استاتیک به یاد داریم که طبق قانون سوم نیوتن )عمل و عکس العمل( نیروهای میله، هم اندازه و خلاف جهت 

 باشد.نیروهای بدست آمده در بالا می

 ها را محاسبه نماییم: توانیم تنش در میلهحال می

 



 

 

 

 
 

 در شکل زیر نشان داده شده است. ABبرای فهم بیشتر تنش در میله 

 
 به المان تنش در یک نقطه از مقطع میله دقت کنید.

 

 

 

  



 

 

  



 

 

 

 کنیم. را ترسیم می ACبرای حل مساله، ابتدا دیاگرام جسم آزاد عضو 

 
 کنیم:حال تعادل عضو را بررسی می

 
 

 ها داریم:از طرفی با محاسبه تنش و شرط برابری تنش

 
جایگذاری رابطه فوق در معادلات بدست آمده از تعادل عضو، مقدار نیروهای موردنظر به صورت زیر بدست با 

 می آید:

 
 

 



 

 

 

 به صورت زیر بدست می آید: xحال مقدار 

 
به عنوان یک نکته تو ذهنتون باشه که همیشه جواب های بدست آمده را کنترل کنید که با ماهیت و فیزیک مساله  

میلیمتر باشد که جواب بدست آمده در این  200تا  0باید بین  xته باشد. مثلا در این مثال مقدار همخوانی داش

 محدوده قرار دارد.

 

  

 

 

 

  



 

 

  



 

 

 

 کنیم:ابتدا دیاگرام جسم آزاد عضو مایل را به صورت زیر ترسیم می

 

 

 با بررسی تعادل جسم داریم:

 

 

و ترسیم دیاگرام جسم آزاد به صورت شکل زیر، مقدار نیروی برش در  ABDبا بررسی تعادل بخش بالایی 

 و تنش برشی متوسط متناظر بدست می آید. BDصفحه 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 گردد:به صورت زیر محاسبه می BCو  ABتنش فشاری متوسط در سطوح صاف 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای که تحت شرایط خاص بارگذاری گسیخته  در بخش قبلی با مفهوم تنش و طراحی عضوها و اتصالات به گونه 

نشوند، آشنا شدیم. جنبه دیگر تحلیل و طراحی سازه ها مربوط می شود به تغییر شکل هایی که توسط نیروهای  

ی شود تا سازه بتواند هدف های  وارده ایجاد می شوند. بدیهی است که باید از تغییرشکل های بزرگ جلوگیر 

ها در تعیین تنش ها نیز کمک می کند. در حقیقت، همیشه نمی توان  طراحی را برآورده کند. تحلیل تغییرشکل 

نیروهای موجود در عضوهای یک سازه را فقط با کاربرد اصول استاتیک تعیین کرد، زیرا در استاتیک فرض  

های ذیرند. با در نظرگرفتن سازه های مهندسی به عنوان سازه شود که سازه ها صلب و تغییر شکل ناپمی 

توان نیروهای نامعین استاتیکی، یعنی  های عضوهای مختلف آنها، می پذیر و با تحلیل تغییرشکل تغییرشکل 

توان تعیین کرد، بدست آورد. همچنین، در جلسات قبل نشان دادیم که توزیع  نیروهایی را که با استاتیک نمی 

در یک عضو از نظر استاتیکی نامعین است، حتی اگر نیرو در آن عضو معلوم باشد. لذا، برای تعیین  ها تنش 

های  های آن عضو را تحلیل کرد. در این بخش، تغییرشکلها در یک عضو، باید تغییر شکل توزیع واقعی تنش 

-یم کرنش، رابطه تنش گیرد. همچنین با مفاهای تحت بارگذاری محوری مورد بررسی قرار می اعضای سازه 

 کرنش، قانون هوک، ضریب پواسون و ... آشنا خواهیم شد.  

 

و با مساحت مقطع عرضی یکنواخت   Lای به طول  گیریم. میله برای تعریف کرنش از یک مثال ساده کمک می 

A  ای آویزان است. با اعمال بار را در نظر بگیرید که از نقطهP  دهد.  بر انتهای میله، میله افزایش طول می

 کنیم.تغییرشکل( را ترسیم می -)نمودار بارگذاری بر حسب تغییر شکل   Pنمودار مقدار  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تغییر مکان میله تحت بار محوری-نمودار نیرو

بینی  توان برای پیش گرچه این نمودار شامل اطلاعات مفیدی برای تحلیل میله تحت بررسی است، ولی از آن نمی 

توسط   تغییر شکل یک میله از همان جنس ولی با ابعاد دیگر استفاده کرد. مشاهده می شود اگر تغییر شکل 

'شود همان تغییر شکل در میله باعث می  2Pایجاد شود، بار  BCدر میله  Pنیروی  'B C  به طولL   و با

 آید.  ، به وجود 2Aمساحت مقطع عرضی  

 



 

 

  

Pدر هر دو حالت، مقدار تنش یکسان و برابر با  

A
  است.   =

''بر میله    Pحال حالتی را در نظر بگیرید که بار   ''B C    با مساحت مقطع عرضیA    2و به طولL    وارد می شود

Pدر این میله به وجود آید. تنش در این حالت نیز برابر   2شود تغییر شکل  که باعث می 

A
  باشد. می  =

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

در هر دو حالت، نسبت تغییرشکل به طول میله دارای مقدار یکسان 
L

  ها مفهوم است. با استفاده از این مثال

   کنیم.   کرنش را به صورت زیر تعریف می 

رتی  شود. به عباتحت بارگذاری محوری، به عنوان تغییر شکل طول واحد آن میله تعریف می   کرنش قائم در میله 

 نشان دهیم، داریم: اگر کرنش قائم را با  

 

 

)منحنی تنش  )
P

A
 )بر حسب کرنش  = )

L


 دهد و شکل آن به ابعاد  ، مشخصه خواص ماده را نشان می =

   گویند.کرنش می -تنشنمونه مورد استفاده بستگی ندارد. این منحنی را نمودار 

توان فرض کرد تنش  باشد، و می می  Aهای بالا، میله دارای مساحت مقطع عرضی یکنواخت و ثابت در مثال  

Pدر تمام میله دارای مقدار ثابت  قائم 
A

تغییرشکل به طول کل میله  است، لذا، کرنش به عنوان نسبت  

 تعریف شد.  

 



 

 

  

Pدر یک عضو با مساحت مقطع عرضی متغیر، تنش قائم 

A
 کند و کرنش را باید  در امتداد عضو تغییر می  =

 شود:به صورت زیر تعریف می  Qهای زیر، کرنش قائم در نقطه  در نقطه معین تعریف کرد. با توجه به شکل 

 

 بعد است. شوند، کرنش یک کمیت بی دقت کنید چون تغییرشکل و طول در آحاد یکسان بیان می 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

کرنش یک ماده، معمولا  -های مهم مواد است. برای تعیین نمودار تنشکرنش، یکی از مشخصه -دار تنشنمو

 دهند. ای از آن )مطابق شکل زیر( را تحت آزمایش کشش قرار می نمونه

 

ک  های مختلف کشش روی یکرنش برای مواد مختلف کاملا با هم متفاوت هستند و آزمایش -نمودارهای تنش

توان  های مختلف بارگذاری، ممکن است نتایج مختلف دهند. ولی، می ماده خاص، در دماهای متفاوت و سرعت 

کرنش مواد مختلف تشخیص داد و مواد را بر مبنای این  -های مشترکی را برای نمودارهای تنشوجه مشخصه 

 پذیر و شکننده )ترد( تقسیم بندی کرد. ها به دو گروه شکل مشخصه 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 فولاد کم کربن آلیاژ آلومینیوم

شان برای تسلیم در دماهای  پذیر، شامل فولاد ساختمانی و بسیاری از آلیاژهای فلزی، با قابلیت مواد شکل 

گیرد، ابتدا طول آن بر حسب بار با نرخ  شوند. وقتی نمونه تحت بار افزایشی قرار می معمولی مشخص می 

کرنش یک خط راست با شیب  -نش یابد. لذا، قسمت اولیه نمودار ت)آهنگ( خیلی کم به طور خطی افزایش می 

تند است. ولی، پس از اینکه نمونه به تنش بحرانی 
Y  رسد، با افزایش بار به میزان کم، دستخوش تغییر  می

های  شود. این تغییر شکل بر اثر لغزش ماده در امتداد سطوح مایل است، یعنی، عمدتا از تنششکل بزرگی می 

 باشد. پذیر می کرنش دو ماده شکل -ای از نمودارهای تنشهای زیر نمونه شود. شکل ناشی می برشی 

 

برابر   200همانطور که از این نمودارها مشخص است، افزایش طول نمونه، پس از شروع تسلیم ممکن است 

رسد، قطر قسمتی از نمونه شروع  ی می تغییرشکل آن قبل از تسلیم باشد. پس از اینکه بار به مقدار ماکزیمم معین

گویند. پس از شروع باریک  کند که ناشی از ناپایداری محلی است. این پدیده را باریک شدگی می به کاهش می 

 دهد. شدگی، بارهای کمتری برای افزایش طول بیشتر نمونه موردنیازند، تا سرانجام گسیختگی نهایی روی می



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

دهد که با سطح اولیه نمونه تقریبا زاویه  گسیختگی در امتداد یک سطح مخروطی روی می   لازم به ذکر است که

دهد که  پذیر اساسا ناشی از برش است و نشان میدهد که شکست مواد شکل سازد. این نشان می درجه می  45

شترین مقدار  درجه می سازند، دارای بی  45در بار محوری، تنش های برشی وارد بر سطوحی که با بار زاویه 

هستند. این مساله را در جلسات قبل هم دیدیم. تنش  
Y   شود مقاومت )استقامت( را که در آن تسلیم شروع می

تسلیم ماده و تنش  
U    متناظر با بار ماکزیمم را که بر نمونه وارد می شود مقاومت )استقامت( نهایی و تنش

B 

 گویند.      متناظر با گسیختگی را مقاومت )استقامت( شکست می 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

مواد شکننده، شامل چدن، شیشه و سنگ، دارای این مشخصه هستند که بدون اینکه قبلا آهنگ افزایش طول  

 دهد. می آنها تغییر قابل توجهی دهد، گسیختگی در آنها روی 

 

لذا برای مواد ترد )شکننده( هیچ اختلافی بین مقاومت )استقامت( نهایی و مقاومت )استقامت( شکست وجود  

ندارد. همچنین، کرنش در زمان گسیختگی برای مواد ترد در مقایسه با مواد شکل پذیر، خیلی کمتر است.  

شکننده وجود ندارد و گسیختگی در امتداد سطوح عمود بر بار روی  همچنین حالت باریک شدگی برای ماده 

 های قائم عامل اصلی شکست مواد شکننده هستند. می دهد که یعنی، تنش 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

کرنش حاصل اساسا از لحاظ قسمت  -پذیر تحت فشار قرار گیرد، منحنی تنشای از یک ماده شکل اگر نمونه 

کرنش در آزمایش  -ظر با تسلیم و سخت شوندگی کرنشی مانند منحنی تنشخطی اولیه و شروع قسمت متنا

کشش است. لازم به ذکر است که برای یک فولاد معین، مقاومت تسلیم در کشش و فشار دارای مقدار یکسان  

گیرند. باید توجه  کرنش در کشش و فشار از هم فاصله می -های تنش است. برای مقادیر بزرگتر کرنش، منحنی 

شود که استقامت  دهد. در اغلب مواد شکننده، دیده می ه باریک شدگی در آزمایش فشار روی نمی داشت ک

)مقاومت( نهایی در فشار خیلی بیشتر از استقامت )مقاومت( نهایی آن در کشش است و این ناشی از وجود  

 شوند. ها یا ... است که باعث تضعیف ماده در کشش می ها مانند ترک نقص 

کرنش آن در شکل  -بتن یک نمونه از ماده شکننده، با خواص مختلف در کشش و فشار است و نمودار تنش

 زیر دیده می شود.    

 



 

 

  

طی را  کرنش مشخص است، در سمت کششی نمودار، ابتدا یک ناحیه الاستیک خ-همانطور که از نمودار تنش 

یابد تا  بینیم که در آن کرنش با تنش متناسب است. پس از نقطه تسلیم، کرنش سریعتر از تنش افزایش می می 

سرانجام، گسیختگی روی می دهد. ماده در فشار رفتار متفاوتی دارد. اول اینکه، محدوده الاستیک خطی به طور  

دهد بلکه  رسد، گسیختگی روی نمی زیمم خود می قابل توجهی بزرگتر است. دوم اینکه وقتی تنش به مقدار ماک

 دهد.  یابد تا سرانجام، گسیختگی روی مییابد، در حالی که کرنش همچنان افزایش می مقدار تنش کاهش می 

شود، در  کرنش قسمت خطی نمودار نشان داده می -دقت کنید که مدول الاستیسیته، که با شیب منحنی تنش

 یکسان است. این موضوع برای اغلب مواد شکننده صحت دارد. کشش و فشار دارای مقدار 

 
های نسبتا کوچک طراحی می شوند، فقط شامل قسمت خطی نمودار  های مهندسی که برای تغییر شکل اغلب سازه 

به طور مستقیم متناسب است و لذا    با کرنش    کرنش هستند. برای قسمت اولیه نمودار )بخش خطی(، تنش  -تنش

 توان نوشت: می

 

را نیز به افتخار دانشمند   Eاین رابطه را به افتخار دانشمند انگلیسی رابرت هوک، قانون هوک می گویند. ضریب 

یک کمیت بی بعد   گویند. با توجه به اینکه کرنش انگلیسی توماس یانگ، مدول الاستیسیته یا مدول یانگ ماده می 

 باشند. است، مدول الاستیسیته با تنش دارای واحد یکسانی می

گویند. در  ای به کار برد، حد تناسب آن ماده می توان قانون هوک را برای ماده بیشترین مقدار تنشی که به ازای آن می

ی سایر مواد،  بر نقطه تسلیم منطبق است. برا تقریبا سبپذیر که نقطه تسلیم کاملا مشخصی دارند، حد تنامواد شکل 

توان تعریف کرد. اما وقتی مقدار تنش کمی بیشتر از حد تناسب واقعی است، کاربرد  حد تناسب را به سهولت نمی

 آورد. قانون هوک برای مواد مذکور خطای زیادی به وجود نمی

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

هایی که با اعمال بار معینی در یک نمونه آزمایشی به وجود می آیند هنگام حذف بار از بین بروند،  اگر کرنش 

یک  گویند ماده به صورت الاستیک رفتار می کند. بیشترین مقدار تنشی که به ازای آن ماده به صورت الاستمی 

 کند حد الاستیک آن ماده نام دارد. رفتار می 

اگر ماده دارای نقطه تسلیم کاملا مشخصی باشد، حد الاستیک، حد تناسب و نقطه تسلیم آن اساسا با هم برابرند.  

به عبارت دیگر، تا وقتی تنش کمتر از نقطه تسلیم است، ماده به صورت الاستیک و خطی رفتار می کند. با  

که به موازات   CDر، در حالت تسلیم با حذف بار )باربرداری(، تنش و کرنش در امتداد خط  توجه به شکل زی

 منحنی بارگذاری است، به صورت خطی کاهش می یابد.  ABقسمت خطی  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

دهد که تغییر شکل پلاستیک )دائمی(  گردد، نشان می پس از حذف بار به صفر برنمی این موضوع که کرنش  

روی داده است. در اغلب مواد، تغییرشکل پلاستیک نه فقط به ماکزیمم مقدار تنش، بلکه به مدت اعمال این  

حذف بار نیز بستگی دارد. در تغییر شکل پلاستیک، قسمت وابسته به تنش را لغزش و قسمت  تنش قبل از 

 گویند.   وابسته به زمان را که به دما نیز بستگی دارد، خزش می 

 

مطابق شکل   Pتحت بار محوری مرکزی   Aبا مساحت مقطع عرضی یکنواخت   Lبه طول  BCمیله همگن  

کار برد. در نتیجه  زیر قرار دارد. اگر تنش محوری از حد تناسب ماده فراتر نرود، می توان قانون هوک را به 

 داریم:

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ، داریم: فوقدر نهایت با جایگذاری روابط 

مقطع   Aثابت و یکنواخت در طول میله( و مساحت  Eرابطه بدست آمده برای حالتی است که میله همگن )دارای  

عرضی آن یکنواخت و از دو سر میله بارگذاری شده باشد. اگر میله در نقاط دیگری بارگذاری شده باشد یا از چند  

با مقطع عرضی متفاوت یا از مواد مختلف ساخته شده باشد، باید آن را به اجزای مختلفی تقسیم کرد که هر  قسمت 

کدام شرایط مورد نیاز برای کاربرد فرمول بالا را داشته باشد. در این حالت از رابطه زیر برای محاسبه تغییر شکل کلی  

 کنیم:میله استفاده می 

رابطه کلی برای محاسبه تغییر شکل میله که مساحت مقطع عرضی یا نیروی داخلی آن در طول میله  در آخر،  

 آید:متغییر باشد، تحت بارگذاری محوری، با توجه به شکل زیر به صورت زیر بدست می 

 

 در نهایت داریم:

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

برابر  ای به طور همزمان تحت تاثیر تعدادی نیرو باشد، تغییر مکان ایجاد شده در هر نقطه از آنمطابق این اصل هرگاه سازه

ایجاد شده بوسیله هر یک از آن نیروهاست وقتی که هر یک از آنها به تنهایی بر سازه وارد  هایتغییرمکانمجموع  است با

شوند. این اصل وقتی برقرار است که سازه رفتار خطی داشته باشد و برای اینکه این نکته صادق باشد دو شرط باید برقرار 

رت دیگر رابطه بین تنش و کرنش خطی باشد. دوم اینکه باشد. اول اینکه مصالح سازه باید از قانون هوک پیروی کند، به عبا

 در روی عمل بارهای وارده تاثیر داشته باشد.های کوچک سازه نباید تغییرشکل

 از این اصل به وفور در این درس و درس تحلیل سازه ها استفاده خواهیم کرد.

 

به یاد داریم، مسائلی که تعداد مجهولات بیشتر از تعداد معادلات تعادل استاتیکی باشند، نامعین استاتیکی   همانطور که از استاتیک

ها  در کنار معادلات تعادل نیاز به روابطی داریم که شامل تغییر شکل هستند. این تغییر شکلنامیم. برای تحلیل چنین مسائلی  می

 مثالی، با این نوع از مسائل و شیوه حل آنها آشنا خواهیم شد.  با بررسی شوند.از هندسه مساله تعیین می

و با مساحت   Lای به طول  در داخل لوله  1Eو مدول الاستیسیته    1Aو مساحت مقطع عرضی    Lای به طول  شکل زیر، میله  در

تغییر شکل  خواهیمبر صفحه صلب انتهایی وارد شود، می Pقرار دارد. اگر نیروی  2Eو مدول الاستیسیته  2Aمقطع عرضی 

 میله و لوله را بدست آوریم.

 

 

 



 

 

  

از جلسات قبل به یاد داریم که برای به دست آوردن تغییر شکل این اعضا تحت نیروی محوری کافی است، نیروی محوری 

هر عضو و مشخصات هندسی و مکانیکی آن را داشته باشیم. لذا در این مثال کافی است که نیروی محوری در میله و لوله را 

 بدست آوریم.

های تشکیل دهنده سازه را دهیم و نمودار جسم آزاد بخشنشان می 2Pو  1Pنیروهای محوری در میله و لوله را به ترتیب با 

 کنیم:مطابق شکل زیر ترسیم می

 

 

 

 

 نویسیم:را با توجه به نمودار جسم آزاد به صورت زیر می معادله تعادل استاتیکی

 

( را بدست آورد و لذا با یک مساله  2Pو    1Pتوان دو مجهول )نیروهای داخلی  اگر دقت کنید با این معادله تعادل استاتیکی نمی

  سروکار داریم. نامعین استاتیکی

 توانید پیشنهاد کنید؟ها، میای با توجه به هندسه و شرایط مساله، براساس تغییر شکلبرای حل مساله چه باید کرد؟ چه رابطه

از این های میله و لوله با هم برابر هستند. با توجه به شکل هندسی و شرایط مساله )وجود صفحه صلب انتهایی(، تغییر شکل

توانیم دو مجهول مساله را بدست کرده و یک معادله به معادلات اضافه شده و در نتیجه با دو معادله مستقل می نکته استفاده

    آوریم.



 

 

  

 توانید پیشنهاد کنید؟ها، میای با توجه به هندسه و شرایط مساله، براساس تغییر شکلبرای حل مساله چه باید کرد؟ چه رابطه

از این های میله و لوله با هم برابر هستند. با توجه به شکل هندسی و شرایط مساله )وجود صفحه صلب انتهایی(، تغییر شکل

توانیم دو مجهول مساله را بدست کرده و یک معادله به معادلات اضافه شده و در نتیجه با دو معادله مستقل می نکته استفاده

    آوریم.

 

 

 و در نهایت داریم:

 

 



 

 

 

  

ها هنگام بارگذاری در دمای ثابت بودند. حال سوال این است که اگر  در مسائلی که تا الان بررسی کردیم، تمام عضوها و سازه

 دما تغییر کند، چه تاثیری روی پاسخ سازه ها دارد؟

 در این بخش به بررسی اثر تغییر دما خواهیم پرداخت.

که آزادانه روی یک سطح صاف  Lبا مقطع عرضی یکنواخت و به طول   ABاز فیزیک به یاد داریم که اگر دمای میله همگن  

افزایش طول خواهد داشت. این مقدار افزایش طول از رابطه زیر   Tافزایش یابد، میله به اندازه   Tافقی قرار دارد، به اندازه 

 گردد:محاسبه می

  

 

( )T L T =  

  0از ماده به نام ضریب انبساط گرمایی )حرارتی( است و واحد آن  ایمشخصه
1

C
0یا  

1
F

حال اگر بخواهیم   باشد.می 

 کرنش متناظر با این تغییر شکل را حساب کنیم داریم:

( )T
T T

L


 = =  

T گویند.را کرنش گرمایی )حرارتی( می 

وجود ندارد زیرا میله آزادانه روی سطح قرار  در این حالت که بررسی کردیم دقت کنید که هیچ تنشی در ارتباط با کرنش 

 دهد.دارد به عبارتی بدون هیچ مانعی آزادانه تغییر شکل می

 از هم قرار دارد.  گاه ثابت به فاصله  فرض کنید که بین دو تکیه یمان میله را در شرایطحال ه

 



 

 

وجود ندارد زیرا میله آزادانه روی سطح قرار  Tدر این حالت که بررسی کردیم دقت کنید که هیچ تنشی در ارتباط با کرنش 

 دهد.دارد به عبارتی بدون هیچ مانعی آزادانه تغییر شکل می

 از هم قرار دارد.  Lگاه ثابت به فاصله  فرض کنید که بین دو تکیه یمان میله را در شرایطحال ه

 

آزادانه افزایش طول دهد  تواندافزایش دهیم، میله نمی Tابتدا هیچ تنش یا کرنشی وجود ندارد. اگر دمای میله را به اندازه 

دو انتهای آن قرار دارند که مانع از این افزایش طول می شوند. در نهایت تغییر طول میله صفر است و با توجه  زیرا قیدهایی در 

Tبه مقطع عرضی ثابت میله، کرنش حرارتی در هر نقطه از میله که از رابطه  
T L


 ، نیز صفر خواهد بود. اما آیدبدست می =

مانع   وکنند را بر میله وارد می P'و  Pگاه ها دو نیروی مساوی و مخالف لازم است دقت کنیم که پس از افزایش دما، تکیه

آید. در ادامه به محاسبه این تنش ( بوجود میشوند. به خاطر این نیروها، در میله تنش )بدون کرنشمیاز افزایش طول میله 

 خواهیم پرداخت.

 

توان نیروهای  در این حالت ما با یک مساله نامعین استاتیکی سروکار داریم زیرا با استفاده از معادلات تعادل استاتیکی نمی

باشیم. از هندسه و  براساس تغییر شکل ها ای دنبال رابطهباید لذا  یا نیروهای داخلی را محاسبه کرد. گاهیعکس العمل تکیه

 کنیم.یابیم که تغییر طول میله برابر صفر است و از این شرط معادله جدیدی برای حل مساله پیدا میشرایط مساله در می

کنیم. در این مساله ما عملا با دو عامل خارجی سروکار داریم، یکی اثر برای حل این مساله از اصل جمع آثار قوا استفاده می

 تغییر دما و دیگری نیروی عکس العمل تکیه گاهی.

 آزادانه تغییر طول دهد.  Tمیله تحت تغییر دمای   دهیمکنیم و اجازه میجدا می Bحال، میله را از تکیه گاه 

 



 

 

  

 

 در این حالت تغییر طول میله برابر است با: 

( )T L T =  

 ( را محاسبه می کنیم:Bگاهی در )عکس العمل تکیه Pحال تغییر طول ناشی از اعمال بار 

P

PL

EA
 = 

 با توجه به اینکه تغییر طول کل میله برابر صفر است لذا این دو تغییر مکان باید برابر هم باشند: 

 )با در نظر گرفتن جهت مثبت قراردادی برای تغییر شکل(

( ) 0T P

PL
L T

EA
   = + =  − = 

( )P EA T=  

 برابر است با: Tدر نتیجه تنش در میله در اثر تغییر دمای 

( )
P

E T
A

 = =   

 محاسبه کرد.توان فقط دقت کنید که در هر سازه مقید دیگر نیز با توجه به شرایط مساله، مقدار تنش در اثر تغییر دما را می

 



 

 

 

  

به میله همگن به صورت محوری وارد شود، تنش و کرنش طبق قانون هوک   xدر امتداد محور  P، اگر بار مطابق شکل زیر

  )با فرض اینکه ماده از حد الاستیک خود فراتر نرفته است( به صورت زیر می باشد:

 

, x
x x

P

A E


 = = 

0yصفر هستند یعنی  zو  yقائم وارد بر وجوه عمود بر محورهای  هایلازم به ذکر است که تنش z = ولی کرنش  =

 صفر نیستند.  zو  yهای  

 

، کشیدگی حاصل از در تمام مواد )به غیر از بعضی از مواد آزمایشی مانند فوم های پلیمری که نسبت پواسون منفی دارند(

 با انقباض عرضی همراه است. Pاعمال نیروی محوری 

 



 

 

 

 

 

فرض کنیم، یعنی فرض کنیم خواص مکانیکی آنها مستقل از مکان و جهت است. در نتیجه،   اگر مواد را همگن و همسانگرد

yبرای بارگذاری مورد بررسی، های عرضی دارای مقدار یکسان است. بنابر این کرنش نیز در تمام جهت z =  و این مقدار

 گویند.را کرنش جانبی می

)مهم برای یک ماده معین، نسبت پواسون  هاییکی از ثابت ) :است که به صورت زیر تعریف  می شود 

 سبت پواسون = ن -جانبی  کرنش/محوریکرنش 

 یا به عبارتی:

y z

x x

 


 
= − = − 

 را بدست آوریم: zو   yتوانیم مقادیر کرنش در امتدادهای با استفاده از تعریف بالا، می

,x x
x y z

E E

 
  = = = − 

 



 

 

 

 

  



 

 

  

ه قسمت مقطع زده و با ترسیم نمودار جسم آزاد س درمطابق آنچه که در جلسات قبل یاد گرفتیم، میله را برای حل مساله، 

 آوریم:های زیر بدست میقطعات جدا شده و بررسی تعادل آنها، نیروی داخلی محوری را مطابق شکل

 

 

 آوریم:را بدست میهای مختلف حال برای محاسبه تغییر شکل )تغییر طول( میله، مجموع تغییر شکل بخش

 

 

 



 

 

  



 

 

  

 کنیم:ابتدا نمودار جسم آزاد قطعه صلب را مطابق شکل زیر ترسیم می

 
 پذیر را به صورت زیر تعیین می کنیم:حال با نوشتن معادلات تعادل، نیروهای اعضای تغییر شکل

 
 به صورت زیر محاسبه نماییم: در این مرحله، می توانیم تغییر طول بازوها )اعضای تغییر شکل پذیر( را 

 

 

 

 

 

 



 

 

  

باشد و عضو صلب بدون تغییر شکل باقی  میماند،  به قطعه صلب متصل میبا در نظر گرفتن اینکه اعضای تغییر شکل پذیر 

 تغییر شکلی به صورت زیر برای سازه متصور هستیم. از روابط هندسی داریم:

 
 

 
 

 

 



 

 

  



 

 

  

 داده شده و تغییر طول میله تحت بار اعمالی، سه حالت برای مساله قابل تصور است: با توجه به شرایط 

 طول میله کمتر از گپ )فاصله( بین میله و دیوار باشد.تغییر  -1

 تغییر طول میله دقیقا مساوی گپ )فاصله( بین میله و دیوار باشد. -2

 از گپ )فاصله( بین میله و دیوار باشد. تغییر طول میله بیشتر -3

 کنیم:برای مشخص شدن این مساله، ابتدا تغییر طول میله را تحت بار اعمالی محاسبه می

 

در نتیجه این تغییر طول، بیشتر از فاصله بین میله و دیوار بوده و در نتیجه ما با یک مساله نامعین استاتیکی به صورت زیر 

شود. با به دلیل اینکه میله امکان تغییر طول آزادانه را نداشته، از طرف دیوار به میله نیرویی وارد میروبرو هستیم که در آن 

 ها داریم:استفاده از اصل جمع آثار و شرایط سازگاری تغییرشکل

 

 

 

 



 

 

  

 
 

 در نهایت داریم:

 
 حال با نوشتن معادله تعادل در امتداد میله، خواهیم داشت: 

 

 
 

 



 

 

  



 

 

 معادلات تعادل:  

 نویسیم:لب را به صورت زیر ترسیم کرده و معادلات تعادل استاتیکی را برای آن مینمودار جسم آزاد تیر ص

 

باشد. از تعادل  از معادله تعادل لنگر نسبت به نقطه وسط تیر، نتیجه می گیریم که نیرو در ستون های فولادی با هم برابر می

 نیروها در امتداد قائم خواهیم داشت:

 

 :معادلات سازگاری

 خواهند بود. بنابراین:با توجه به بار اعمالی، هندسه و جنس مصالح، انتهای ستون ها دارای تغییر مکان یکسان 

 

موقعیت نهایی انتهایی ستون ها برابر است با مجموع تغییر مکان ناشی از تغییرات دما و نیروی محوری با در نظر گرفتن علامت 

 کل زیر نشان داده شده است:ها. این نکته در شبرای جهت تغییر مکان

 

 



 

 

 

 در نتیجه: 

 

 

 تغییر مکان:-نیرو

 با جایگذاری روابط داریم:

 

 

 از حل دستگاه دو معادله و دو مجهول داریم: )به واحدها در روابط مورد استفاده حتما دقت کنید(

 

 

 

براساس آنچه از استاتیک یاد گرفتیم، نتیجه می گیریم که جهت نیرو برای فولاد، خلاف جهتی است که در شکل بالا در نظر 

 باشد.فشار می گرفته بودیم. به عبارتی، ستون های فولادی تحت کشش و ستون آلومینیم تحت

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

به بررسی تنش و کرنش تحت نیروی داخلی محوری پرداختیم. در این بخش تنش و کرنش تحت خمش قبلی    هایدر بخش

و نیروی برش در قالب مثال    لنگر خمشی و ارتباط آن با بارگذاریرا بررسی خواهیم کرد. قبل از شروع بحث به مرور مفهوم  

 پردازیم.  زیر از استاتیک می

 

Mو    Mهای مساوی و مخالف  در ادامه، عضوهای منشوری را تحت کوپل   کنند، تحلیل که در صفحه طولی یکسان عمل می

ها در آن صفحه  خالص هستند. فرض می کنیم عضو دارای صفحه تقارن است و کوپل  گوییم این عضوها در خمشکنیم. میمی

 کنند. عمل می

 



 

 

بردار  برداری در بالای سر وزنهخمش میله وزنهای از خمش خالص را در مسابقات ورزشی وزنه برداری شاهد هستیم.  نمونه 

 باشد. ای از خمش خالص میآن در زیر ترسیم شده است، نمونه  که شکل شماتیک

 

بارگذاری سایر  تحلیل  برای  خالص  از خمش  نتایج حاصل  از  که  کنید  و دقت  مرکز  از  خارج  محوری  بارگذاری  مانند  ها، 

هایی از آنها آورده شده استفاده کرد که در ادامه نمونه   توانها( میرگذاری عرضی و تحلیل تیرها )یکی از عناصر اصلی سازهبا

 است. 

 



 

 

  

های مساوی و متضاد که در آن صفحه اثر که دارای صفحه تقارن است و تحت کوپلرا در نظر بگیرید    ABعضو منشوری  

زنیم و تعادل آن را بررسی مقطع می  C، قرار دارد. این عضو را که تحت خمش خالص قرار دارد در نقطه اختیاری  کنندمی

متقارنی که تحت خمش  رسیم که نیروهای داخلی در هر یک از مقاطع عرضی عضوکنیم. با بررسی تعادل به این نتیجه میمی

ادل هستند که همان لنگر خمشی مقطع می باشد. از استاتیک هم به یاد داریم که طبق قرارداد، اگر خالص است با یک کوپل مع

باشد و در غیر  این لنگر تمایل به خم کردن عضو به صورت کاسه )تقعر به طرف بالا( داشته باشد، دارای علامت مثبت می

 اینصورت دارای علامت منفی است. 

 



 

 

  

در حالت  ها  قراردادهای شکل زیر برای تنشبه منظور بررسی و بدست آوردن روابط مربوط به تنش و کرنش ناشی از خمش، 

 های قبل یاد گرفتیم، مرور خواهیم کرد. را که در بخشکلی در یک مقطع 

 

توانیم از تعادل استاتیکی ر را میهای بالا معادل با لنگر خمشی در خمش خالص باشد، روابط زیحال اگر در نظر بگیریم که تنش

 بنویسیم:

 



 

 

  

نوشت ولی   xو لنگر نسبت به محور    zو    yمولفه نیرو در امتدادهای  توان برای  دقت کنید سه معادله دیگر تعادل نیز می

های  های تنش برشی هستند که در این حالت از بارگذاری این مولفهباید دقت کنید که این سه معادله جدید فقط شامل مولفه

 تنش برشی برابر صفر هستند.

های قبلی یاد گرفتیم، توزیع واقعی تنش در یک مقطع عرضی، یک مساله نامعین استاتیکی است و با همانطور که در بخش

 شود که در ادامه به آن خواهیم پرداخت. اده همزمان از هندسه تغییرشکل عضو حل میاستف

 ماند. شود، اما نسبت به صفحه تقارن به صورت متقارن باقی میها خمیده میعضو مورد بررسی تحت تاثیر کوپل

 



 

 

  

شود،  در تمام مقاطع عرضی دارای مقدار یکسانی است، عضو به صورت یکنواخت خمیده می  Mبه علاوه، چون لنگر خمشی  

 ABبا صفحه تقارن است دارای انحنای ثابت است. به عبارت دیگر، خط  که فصل مشترک وجه بالایی عضو    ABلذا، خط  

Aآید، همین طور خط  در می  Cای به مرکز  که ابتدا به صورت مستقیم بوده، به صورت دایره B    که در شکل نشان داده (

باشد، دقت کنید در این حالت که لنگر خمشی مثبت میباشد(.  نشده است و فصل مشترک وجه پایینی عضو با صفحه تقارن می

Aکوتاهتر و خط  ABخط  B  .بلندتر می شود 

به صورت نکته مهم دیگری که باید به آن توجه کنیم این است که با فرضیات انجام شده، مقاطع عرضی عمود بر محور عضو 

 گذرد. می Cمانند و صفحه آنها از نقطه  ای باقی میصفحه

های آتی ادامه مسیر آکادمیک خواهید دید( الاستیسیته )که فراتر از این کلاس است و در سال هایها و نیز نظریه نتایج آزمایش

بر هر یک اجزای کوچک مکعبی  xهای قائم  فقط مولفهکند که برای عضوهای باریکی که تغییرشکل کوچک دارند تایید می

برای لنگر خمشی   که در خمش خالص است، حالت تنش تک محوری برقرار است.    کند. لذا در هر نقطه از عضو باریکیاثر می

Aو   ABکنید، خطوط مثبت، همانطور که در شکل زیر مشاهده می B   دهند لذا کرنش  به ترتیب، افزایش و کاهش طول می

x  و تنشx  .)در قسمت بالایی عضو منفی اند )فشاری اند( و در قسمت پایین عضو مثبت اند )کششی اند 

 



 

 

 

  

با توجه به نکاتی که تا الان مطرح کردیم و شکل بالا، نتیجه می شود که باید یه سطح به موازات وجوه بالایی و پایینی عضو 

را در امتداد   گویند. سطح خنثی صفحه تقارنمی  سطح خنثیصفرند. این را   xو تنش    xوجود داشته باشد که در آن کرنش 

 کند. قطع می محور خنثیو مقطع عرضی را در امتداد یک خط مستقیم به نام  DEای  قوس دایره

 دهیم.نشان می yگیریم و فاصله هر نقطه را تا سطح خنثی با  از این به بعد مبدا مختصات را روی سطح خنثی می

 



 

 

عضو   Lبا طول    DEنشان دهیم، با توجه به اینکه طول    را با    DEو زاویه مرکزی متناظر با    را با   DEاگر شعاع قوس    

 نویسیم:تغییرشکل نداده برابر است، می

L = 

Lبالای سطح خنثی قرار دارد، طول  yدر فاصله   JKچون قوس    :آن چنین است 

( )L y  = − 

 عبارت است از: JKاست، تغییر شکل  Lمساوی  JKچون طول اولیه قوس   

( )L L y y    = − = − − = − 

 برابر است با: JKلذا، کرنش طولی اجزای قوس 

x

x

y

L

y

 







−
= =

= −

 

های همسان روی اند، تغییرشکلمانند، در تمام صفحاتی که به موازات صفحه تقارنای میمقاطع عرضی به صورت صفحهچون  

از سطح   yبر حسب فاصله    xشود کرنش طولی  دهد. لذا مقدار کرنش در رابطه بالا، همه جا صحت دارد و نتیجه میمی

 کند. خنثی به صورت خطی تغییر می

با سطح بالایی یا    رسد. اگر ماکزیمم فاصله از سطح خنثی را )که متناظرماکزیمم به بیشترین مقدار خود می  yدر    xکرنش  

 نشان دهیم، خواهیم داشت:  mو ماکزیمم قدرمطلق کرنش را با   cپایینی عضو است( با 

m

c



= 

 یا به عبارتی 

x m

y

c
 = − 

 



 

 

  

ی معینی از عضو محاسبه کرد، زیرا مکان سطح خنثی را در عضو کرنش یا تنش را در نقطه  توانلازم به ذکر است، هنوز نمی

 ایم. در ادامه قصد داریم این مکان را مشخص کنیم.مشخص نکرده

است، یعنی، تنش در  Yقائم در عضو کمتر از استقامت تسلیم   هایطوری است که تنش Mکنیم که لنگر خمشی فرض می

است. هیچ تغییر شکل دائمی وجود ندارد و قانون هوک برای تنش تک   عضو کمتر از حد تناسب و نیز کمتر از حد الاستیک

 داریم:  xنشان دهیم، در جهت طولی  Eبا  رود. اگر ماده را همگن فرض کنیم و مدول الاستیسیته آن رامحوری به کار می

 

  روابط برای کرنش داریم:  با جایگذاری

 

 یا به عبارتی:

 

. یعنی در ناحیه الاستیک، تنش قائم بر حسب فاصله از سطح خنثی دهدماکزیمم مقدار مطلق تنش را نشان می  mکه در آن  

 کند. )مطابق شکل زیر( به صورت خطی تغییر می

 



 

 

  

 کنیم:را بررسی می حال روابط تعادلی که اول این بخش نوشتیم

 

دهد که ممان اول مقطع عرضی نسبت به محور خنثی آن صفر است. به عبارت نشان می به یاد داریم که این معادله از استاتیک

 گذرد. دیگر، برای عضوی که در خمش خالص است، تا وقتی تنش در ناحیه الاستیک است، محور خنثی از مرکز سطح مقطع می

 :کنیمحال معادله دیگر تعادل را بررسی می

 



 

 

  

، ممان اینرسی  Iگذرد. در نتیجه،  در حالت خمش، محور خنثی از مرکز سطح مقطع عرضی میدانیم که تر میاما از کمی قبل

 باشد. در نتیجه: خنثی می)ممان دوم( مقطع عرضی نسبت به محور 

m

Mc

I
 = 

 یا در حالت کلی داریم:

x

My

I
 = − 

 گویند. ناشی از خمش عضو را تنش خمشی می xفرمول بالا، را فرمول خمش الاستیک و تنش قائم  

Iبه نسبت  

c
شکل هندسی مقطع عرضی بستگی دارد، اساس )مدول( مقطع در حالت  که در روابط بالا ظاهر شد، و فقط به    

 دهند. لذا:نشان می Sگویند و با الاستیک می

m

M

S
 = 

به طور معکوس متناسب است، واضح است که تیرها را باید تا حد امکان   Sبا مدول الاستیک مقطع   mچون تنش ماکزیمم 

 داریم:  hو ارتفاع   bمثلا برای یک تیر با مقطع مستطیلی به عرض بزرگ طراحی کرد.  Sبا مقدار 

 

مساحت مقطع عرضی تیر است. طبق این رابطه از میان دو تیر با مساحت مقطع عرضی یکسان، تیر با عمق    Aکه در آن،  

 بزرگتر دارای اساس )مدول( مقطع بزرگتری است و مقاومت بیشتری در برابر خمش دارد. 

 



 

 

  

1شود. این انحنا با معکوس شعاع انحنا، با انحنای سطح خنثی اندازه گیری می Mبر اثر لنگر خمشی تغییر شکل عضو 


  

 شود. در ناحیه الاستیک روابط زیر را داریم:تعریف می

 



 

 

  



 

 

  

(    Cآوریم. با توجه به اینکه محور خنثی از مرکز سطح )مرکزوار( مقطع عرضی )نقطه  خنثی مقطع را بدست میابتدا محور  

 گذرد، داریم:می

 

 آید: ممان اینرسی مقطع عرضی مستطیلی نسبت به محور خنثی به صورت زیر بدست می

 

 گردد: خالص، مقدار لنگر خمشی لازم برای تسلیم به صورت زیر محاسبه میحال با استفاده از رابطه تنش در خمش 

 

 



 

 

  



 

 

 

  

. در روش اول با استفاده از روابطی که در کلاس درس مورد بحث قرار گرفت، با توان از دو روش حل کرداین مساله را می

توان از ها را به راحتی محاسبه کرد. در روش دیگر، میانحنای، لنگر متناظر را بدست آورده و بعد مقادیر تنشاستفاده از شعاع 

ها استفاده کرد. برای تسلط به روابط مربوط به کرنش در این مثال از روش دوم استفاده روابط بین کرنش ها برای محاسبه تنش

 کنیم.می

 دایره را می یابیم:نیم کز سطح )استاتیک(، مختصات مرکزوار )مرکز سطح( مقطع عرضیبا استفاده از جداول مربوط به مر 

 

 
فاصله دورترین نقطه مقطع عرضی تا محور گذرد. ( می Cکنم که محور خنثی از مرکزوار مقطع عرضی )نقطه  یادآوری می

 باشد: خنثی به صورت زیر می

 
 آوریم: حداکثر نرمال را به صورت زیر بدست میحال کرنش 

 
 گردد:و با استفاده از قانون هوک، تنش حداکثر به صورت زیر محاسبه می

 
باشد و شود، تنش محاسبه شده از نوع کششی میدقت کنید که چون این طرف میله به طرف خارج از مرکز انحنا خمیده می

 آید. باتوجه به اینکه تنش با فاصله از محور خنثی متناسب است، داریم: وجود می  ماکزیمم تنش فشاری روی وجه تخت میله به

 
 

 

 

 



 

 

  



 

 

توان استفاده کرد. در خالص میخمش  این مساله را از دو راه حل می توان حل کرد. در روش اول از روابط مرسوم مربوط به    

 نماییم.روش دوم نیروی ناشی از توزیع تنش را محاسبه و با استفاده از اصول استاتیک مقدار لنگر خمشی را محاسبه می

 روش اول: 
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 روش دوم: 

با توجه به توزیع تنش و با استفاده از مفاهیم استاتیک، نیروی برآیند ناشی از این توزیع تنش را مطابق شکل زیر بدست  

  باشد.در مرکزوار توزیع تنش میآوریم. به یاد داریم که محل اثر نیروی برآیند می

 
 

 

 
 

 

 



 

 

  



 

 

  
 آوریم:ابتدا محل محور خنثی و ممان اینرسی حول محور خنثی را در مقطع عرضی به صورت زیر بدست می

 

 

 گردد:، مقدار تنش مجاز به صورت زیر محاسبه می3توجه به مقادیر تنش نهایی و ضریب اطمینان برابر با 

 

allباشد به عبارتی  ه لازم است دقت کنید، مقدار تنش مجاز کمتر از تنش تسلیم مینکته مهم ک Y     و لذا لوله در ناحیه

ط به خمش خالص در محدوده الاستیک می توان استفاده کرد. لذا با محاسبه دورترین فاصله  الاستیک قرار دارد و از روابط مربو 

 نماییم.مقطع عرضی از تار خنثی و روابط خمش خالص، مقدار لنگر خمشی را به صورت زیر محاسبه می

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

گردد: محاسبه میدر این مرحله با استفاده از روابط مربوط به شعاع انحنا، مقدار آن به صورت زیر 

 

 

 : توانیم از روش دیگری نیز به صورت زیر محاسبه نماییمشعاع انحنا را می

 



 

 

  



 

 

در این مساله، مقدار لنگر خمشی در مقطع مورد بررسی از اصول استاتیک و تعادل محاسبه خواهد شد. ابتدا با استفاده از مفاهیم   

باشد را بدست مرکب نشان داده شده میمقطع    محل محور خنثی مقطع عرضی که همان مرکز سطحیادگرفته شده در استاتیک،  

 گیریم: مبدا برای محاسبه محل مرکزوار در نظر میآوریم. بالای مقطع را به عنوان می

 

 

 

از جلسات قبل   آوریم.را بدست میتعادل حول محور خنثی، مقدار لنگر خمشی  در مقطع مورد نظر، مقطعی زده و با بررسی  

 گذرد. به یاد داریم که نیروی محوری در مقطع مورد نظر از مرکز سطح مقطع عرضی می
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 کنیم:حال با استفاده از قضیه محورهای موازی، مقدار ممان اینرسی مقطع عرضی را محاسبه می

 

 کنیم:به صورت زیر محاسبه میحال به راحتی تنش حداکثر ناشی از خمش را 

 

 

محوری و برشی و لنگر خمشی   دقت کنید طبق توضیحات سر کلاس، تنش کل در مقطع عرضی مورد بحث ناشی از نیروی

 .شود.میاصل جمع آثار استفاده  می باشد که برای محاسبه آن از

 



 

 

  

های نرمال ناشی توان به مقطع وارد کرد بدون اینکه تنشمقاومت خمشی یا لنگر مجاز یک مقطع، حداکثر لنگری است که می

مقدار لنگر  allو تنش مجاز  Sبا مدول مقطع  بیشتر از مقدار مجاز شوند. در یک مقطع متقارن حول محور خمش  از خمش

 مجاز عبارت است از: 

max maxall all

M
M S

S
  = =  = 

 یک مقطع، به جنس مقطع و ابعاد آن بستگی دارد.  بنابراین مقاومت خمشی

اگر یادتان باشد در جلسات قبلی بحث کردیم که در برخی مقاطع و مصالح ما شاهد رفتار متفاوت در کشش و فشار هستیم.  

ساس  که به صورت کلی شامل یک مقطع نامتقارن و دارای رفتار متفاوت در کشش و فشار، در صورتی که ادر این گونه موارد 

cبوده و تنش مجاز فشاری برابر  tSو اساس مقطع کششی   cSمقطع فشاری  

all   و تنش مجاز کششی برابرt

all  باشد، مقدار

 گردد:مقطع یا لنگر مجاز مقطع به صورت زیر محاسبه می مقاومت خمشی
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این تنش های نرمال معادل نیروی از جلسه قبل به یاد داریم که لنگر خمشی باعث ایجاد تنش نرمال در یک مقطع شده که  

خواهیم نیروی محوری حاصل از لنگر خمشی وارد بر بخشی از مقطع را محاسبه  محوری در آن مقطع می باشند. در ادامه می

و این لنگر تنش های نرمال فشاری را بر   قرار دارد  Mمقطع تحت اثر لنگر خمشی    نماییم. مقطع زیر را در نظر بگیرید. این

باشد که مقدار این نیرو برای المانی با میکند. برآیند این تنش ها معادل یک نیروی محوری  قسمت هاشور خورده وارد می

 برابر است با: Aو همچنین برای کل سطح هاشورخورده با مساحت  dAمساحت 

 



 

 

  

 

A

dF dA F dA =   =  

 آید:با قرار دادن اندازه تنش در رابطه فوق، اندازه نیرو به صورت زیر بدست می
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M MQI F y dA F
I IF dA






=

 =  =
=






 

 نسبت به محور خنثی می باشد.  در رابطه فوق لنگر اول سطح هاشورخورده Q دقت کنید که

 

اعضایی که تا اینجا تحت خمش بررسی کردیم از یک ماده همگن با مدول الاستیسیته معلوم ساخته شده بودند. در ادامه به 

الاستیسیته مختلف ساخته شده باشند، آشنا  های محاسبه تنش ناشی از خمش خالص در اعضایی که از دو یا چند ماده با مدول

 خواهیم شد.

ای از دو قسمت با مواد مختلف ساخته شده باشد که مقطع عرضی این دو قسمت به صورت شکل زیر به هم فرض کنید میله

 . دهدمتصل شده باشند. این میله تحت خمش خالص همانند میله تک ماده، تغییر شکل می

 



 

 

  

 

کرنش ماده یا -اینکه رابطه کرنش و شعاع انحنا بدون در نظر گرفتن هیچ فرضی در خصوص رابطه تنشبا توجه به  همچنین

  مواد بدست آمد، لذا رابطه کرنش قائم بر حسب فاصله از محور خنثی مقطع به صورت خطی تغییر کرده و داریم:

 

مقطع مرکب می گذرد و باید    مهمی که باید توجه کنیم این است که دیگر نمی توان فرض کرد محور خنثی از مرکز سطح  نکته

  محل محور خنثی را در چنین مقاطعی تعیین کنیم که در ادامه به این مساله پرداخته خواهد شد.

، لذا تنش قائم در هر ماده نیز یکسان نبوده و به صورت همچنین با توجه به اینکه مدول الاستیسیته دو ماده با هم تفاوت دارند

 باشد:زیر می

 

 شود.با توجه به روابط بالا، نتیجه می گیریم که منحنی توزیع تنش از دو پاره خط راست به صورت شکل زیر تشکیل می

 



 

 

  

 

 به صورت زیر می باشد: ( 1) در ماده قسمت بالایی مقطع عرضی   dAوارد بر جز مساحت  1dFنیروی 

 

 به صورت زیر می باشد:  (2)در ماده  مقطع عرضی پایینیقسمت  dAوارد بر جز مساحت  2dFنیروی همچنین 

 

2الاستیسیته دو ماده به صورت   اگر نسبت مدول

1

E
n

E
 باشد، داریم:  =

 

nنکته جالبی که از مقایسه نیروهای وارد بر دو ماده بدست می آید، این است که نیروی وارد بر یک جزء با مساحت  dA   از

است. به عبارت دیگر، اگر هر دو قسمت میله از ماده اول ساخته شده باشند، با ضرب کردن عرض اجزای   2dFماده اول برابر با  

کند. دقت کنید که این تغییر ابعاد )عریض شدگی یا باریک شدگی  ، مقاومت میله در برابر خمش تغییر نمیnقسمت پایینی در 

هر جزء از محور خنثی باید   yفاصله  دهد زیرا  دارد( در جهت موازی با محور خنثی مقطع روی می  nبستگی به مقدار  که  

گویند که در شکل مییافته یا مقطع معادل  جدیدی که به این طریق حاصل می شود را مقطع تبدیلثابت بماند. مقطع عرضی  

 کنید. زیر مشاهده می



 

 

  

 

  1Eیافته هم ارز است با مقطع عرضی عضو در صورتی که عضو از یک ماده همگن با مدول الاستیسیته  به عبارتی مقطع تبدیل

ساخته شده است. لذا برای تعیین محور خنثی مقطع و تنش قائم در نقاط مختلف مقطع از روابط مربوط به عضو تک ماده  

 گذرد )به صورت شکل زیر(:توان استفاده کرد. به عبارتی محور خنثی از مرکز سطح مقطع تبدیل یافته میمی

 

 ن از رابطه زیر بدست آورد: توااز مقطع تبدیل یافته را میو تنش نرمال در هر نقطه 

 
 



 

 

  

نکته خیلی  باشد.یافته نسبت به محور عبوری از مرکز سطح آن میممان اینرسی مقطع تبدیل Iفاصله از محور خنثی و   yکه 

)1  1مهمی که باید دقت کنید این است که برای تعیین تنش در هر نقطه از ماده   )    کافی است تنشx   را در نقطه متناظر 

)2 2مقطع تبدیل یافته محاسبه کنیم. ولی برای تعیین تنش در هر نقطه از ماده  ) باید تنش ،x در نقطه متناظر   محاسبه شده

 ضرب کنیم. nمقطع تبدیل یافته را در 

دانیم تغییر شکل یک عضو مرکب تحت خمش خالص را می توانیم با استفاده از مقطع تبدیل یافته تعیین کنیم. می  همچنین

است که تغییر شکل آن مانند تغییر  1Eمقطع عرضی عضو ساخته شده از ماده همگنی با مدول   نشان دهندهمقطع تبدیل یافته 

    توان تعیین کرد:شعاع انحنای عضو مرکب را به صورت زیر می شکل میله مرکب است. لذا

 

 باشد. ممان اینرسی مقطع تبدیل یافته نسبت به محور خنثی خود می Iکه در آن 

 

 

 

 

 



 

 

    

 

  

 

  

 

 



 

 

  

)بتنی بتن مسلح  نمونه  تیرهای  از  از دو ماده مختلف تشکیل  تقویت شده(، یکی  از عضوهای ساختمانی است که  های مهم 

ها )آرماتورها( فولادی که به فاصله کمی بالای شوند، با میلهاین تیرها وقتی برای لنگرهای خمشی مثبت طراحی می  اند.شده

چون بتن در کشش خیلی ضعیف است، در زیر   برعکس(  گیرند تقویت می شوند. )برای لنگر منفیوجه پایینی تیر قرار می

کنند در حالی که قسمت بالایی تیر بتنی بار فشاری را  دارد و آرماتورها تمام بار کششی را تحمل میسطح خنثی ترک برمی

 کند. تحمل می

 snAآرماتورهای فولادی را با    sAبرای تعیین مقطع تبدیل یافته یک تیر بتنی تقویت شده )بتن مسلح(، کل سطح مقطع عرضی  

sبرابر است با نسبت مدول الاستیسیته فولاد به بتن  nکنیم. جایگزین می

c

E
n

E
. چون بتن در تیر فقط تحت فشار به خوبی  =

کند، فقط قسمتی از مقطع عرضی را که در بالای محور خنثی قرار دارد باید در مقطع تبدیل یافته در نظر گرفت به  عمل می

 شود. عبارتی ناحیه زیر تار خنثی )ناحیه کششی( بدون بتن فرض می

 

، را  مقطع همگن شده )تبدیل یافته(مرکز سطح  در نظر گرفته و    xبرای بدست آوردن محل تار خنثی، عمق ناحیه فشاری را  

 آوریم:به صورت زیر بدست می

 

 یا:

 
 



 

 

  

شوند )برخلاف  شوند، غیر یکپارچه نامیده میمقاطعی که از روی هم گذاشتن چند قطعه بدون اتصال به یکدیگر ساخته می

مقاطع مرکب یکپارچه که در بخش قبلی مورد بررسی قرار گرفت(. در این مقاطع هر قسمت به صورت مجزا عمل کرده و 

گذرد. به عبارتی در مقطع محور خنثی واحد وجود ندارد. سمت میمحور خنثی برای هر قسمت مجزا، از مرکز سطح همان ق 

 کنیم: برای محاسبه تنش در این مقاطع به صورت زیر عمل می

آوریم. سهم هر قسمت از لنگر خمشی با تقریب مناسبی  سمت را به دست میالف( ابتدا لنگر خمشی تحمل شده توسط هر ق

 از رابطه زیر بدست می آید: 

i i
i

i i

E I
M M

E I
=


 

 باشد. ام نسبت به محور خنثای خودش می iممان اینرسی قسمت  iIدقت کنید که در این رابطه 

 شود. سهم لنگر برای هر قسمت، تنش خمشی برای هر قسمت مستقلا محاسبه می ب( با به دست آوردن

 

هایی که  های قبلی فقط خمش خالص عضوهایی را بررسی کردیم که حداقل یک صفحه تقارن داشتند و تحت کوپلدر بخش

 گیرند که نمونه آن در شکل های زیر نشان داده شده است. کنند قرار میصفحه اثر می در آن

 

 

 )ب( )الف( 

 



 

 

  

دهد در حالی که مقطع عرضی )ب( عضوی را نشان  عضوی با دو صفحه تقارن عمودی و افقی را نشان می  )الف(مقطع عرضی  

 دهد که فقط یک صفحه تقارن عمودی دارد. )فرض صفحه تقارن عمودی الزامی بود( می

نشان داده    Mعرضی در صفحه تقارن عمودی عضو اثر می کند و با بردار کوپل افقی در هر دو شکل بالا، کوپل وارد بر مقطع  

 شود. همچنین، محور خنثی مقطع عرضی بر محور کوپل منطبق است.می

کنند، یا اینکه عضو صفحه  در صفحه تقارن عضو اثر نمی های خمشیگیریم که در آن کوپلهایی را در نظر میدر ادامه، حالت

های شود. در شکلدر صفحه کوپل ها خم می  توان فرض کرد که عضوهای زیر(. در این موارد، نمیتقارن ندارد )مانند شکل

اثر میزیر کوپل وارد   در یک صفحه عمودی  افقی  بر مقطع  کوپل  بردار   ( چون صفحه عمودی در  دقت کنید  (.    Mکند 

شود، یا محور خنثی مقطع بر محور کوپل منطبق توان گفت عضو در آن صفحه خم میفحه تقارن نیست نمیهای زیر صشکل

 است.

 

بدست آمده در بخش های قبلی )خمش متقارن( برای خمش نامتقارن استفاده نماییم لازم است شرایطی برای اینکه از روابط  

موثر بر آن مقطع منطبق باشد،    Mتواند داشته باشد، بر محور کوپل  ن محور خنثی مقطع عرضی، که هر شکلی میکه در آ

 بیابیم. 

موثر بر آن مقطع منطبق خواهد بود   Mشود محور خنثی مقطع عرضی بر محور کوپل  با بررسی تعادل در این حالت، نتیجه می

 گذرا از مرکز سطح مقطع عرضی باشد. در امتداد یکی از محورهای اصلی  Mاگر و فقط اگر بردار کوپل  

زیر، هیچ یک از محورهای مختصات، محور تقارن یا محور اصلی مقاطع نشان داده شده نیست. لذا،    هایدقت کنید در شکل

 در امتداد محور اصلی نیست و محور خنثی بر محور کوپل منطبق نیست. Mبردار کوپل  



 

 

  

توان باشد که از طریق دایره موهر میهای اصلی میهر مقطعی حتی اگر نامتقارن باشد، دارای محوراز استاتیک به یاد داریم که 

 تعیین نمود. 

توان محورهای اصلی را پیدا و با تجزیه بردار کوپل در امتداد این محورها،  های زیر میلذا به صورت کلی در خصوص شکل

ه مفصل در این خصوص در ادام  استفاده کرد.  و اصل جمع آثار برای محاسبه تنش ها   از روابط قبلی بدست آمده برای خمش

 صحبت خواهیم کرد.

 

Mو   Mهای خمشی  تحت کوپلمطابق شکل زیر، عضو   ای که با صفحه قائم زاویه  ها در صفحهقرار دارد و کوپل  ،دارد

 کنیم:تجزیه می yو   zدارد. این بردار را در امتداد محورهای   زاویه  zبا محور افقی   Mکند. بردار کوپل  اثر می

 

 

 

 yMهای ناشی از لنگرهای  برای محاسبه تنش  محورهای اصلی مرکزی مقطع عرضی هستند )چرا؟(  zو   yمحورهای    چون

  متقارن استفاده کرد. لذا برای هر کدام به صورت زیر داریم: می توان از روابط خمش zMو 

 



 

 

  

 

 

 

 

 

 )در روابط بالا به علامت رابطه و ممان اینرسی هر رابطه نسبت به محور مربوطه خیلی دقت شود(.

 آید: با استفاده از اصل جمع آثار به صورت زیر بدست می Mهای ناشی از کوپل  توزیع تنش

 

توان استفاده کرد که شرایط استفاده از اصل جمع آثار برقرار باشد. به عبارت دیگر، اگر  دقت کنید از رابطه فوق فقط زمانی می

ناشی از  های  ها بر توزیع تنشهای ناشی از یکی از کوپلترکیبی از حد تناسب ماده فراتر روند، یا اگر تغییر شکل  هایتنش

از جلسات قبل به یاد داریم که تنش قائم در تمام نقاط   توان استفاده کرد.های دیگر خیلی تاثیر بگذارند، از رابطه فوق نمیکوپل

0xذا برای تعیین محور خنثی در این حالت از رابطه باشد، لمحور خنثی برابر صفر می  کنیم:استفاده می =

 

 که پس از ساده سازی به صورت زیر در می آید:

 



 

 

  

 

)یک خط مستقیم با شیب  معادله حاصل،  ) tanz

y

I
m

I
= دهد. زاویه را نشان می   که محور خنثی با محورz   دارد از رابطه

 آید و در شکل نشان داده شده است. زیر بدست می

 

 

 

و    zIعلامت یکسان دارند. با توجه به مقادیر    و    اند،  هر دو مثبت  yIو    zIچون  به عنوان آخرین نکته در این بخش،  

yI :حالت های زیر را داریم 

z yI I     

z yI I     

 و محور اصلی متناظر با ممان اینرسی مینیمم قرار دارد.  Mلذا، محور خنثی همواره بین بردار کوپل 

 برای جمع بندی بحث این بخش به شکل توزیع تنش در این حالت که به صورت سه بعدی ترسیم شده است دقت کنید. 

 



 

 

  



 

 

  

  توان در جلسه مربوط به نیروی محوری دیدیم که توزیع تنش را در مقطع عرضی عضوی که تحت بارگذاری محوری است می

اگر یکنواخت فرض کرد به شرطی که خط اثر بارهای محوری اعمالی از مرکز سطح مقطع عرضی بگذرد )بارگذاری مرکزی(. 

 خط اثر بارها از مرکز سطح مقطع نگذرد )بارگذاری خارج از مرکز( توزیع تنش به چه صورت خواهد بود؟ 

د که بار در صفحه تقارن عضو وارد می شود ولی از مرکز  عضوی مطابق شکل زیر را که دارای صفحه تقارن بوده در نظر بگیری

به  کند )بارگذاری خارج از مرکز(. نیروهای داخلی را با استفاده از اصول استاتیک در مقطعی از عضو  سطح عضو عبور نمی 

 بدست می آوریم: صورت شکل زیر 

 

با استفاده از اصل جمع آثار، از ترکیب توزیع تنش یکنواخت ناشی از نیروی محوری مرکزی و توزیع تنش خطی ناشی از 

  آید:، توزیع تنش در بارگذاری محوری خارج از مرکز به صورت زیر بدست میخمش متقارن

 
 



 

 

  

 

تواند هم علامت های مرکب با تنش محوری میتنش،  محوری  خروج از مرکز بارنوع و  برحسب شکل هندسی مقطع عرضی و  

)یا غیر هم علامت باشد. در حالتی شبیه شکل زیر، خطی در مقطع وجود دارد که در امتداد آن تنش نرمال صفر است   0)x =  

   ز سطح مقطع منطبق نیست.گوییم که لازم به ذکر است در این حالت محور خنثی بر مرککه این خط را محور خنثی مقطع می

 

های موجود اصل جمع آثار و اصل سنت ونانت به کار روند. به عبارتی، تنشدقت کنید نتایج ارائه شده تا وقتی صحت دارند که  

 اعمالی تا مرکز سطح مقطع( )فاصله خط اثر بارهای    dناشی از خمش بر فاصله    از حد تناسب ماده فراتر نروند، تغییرشکل

 شود خیلی نزدیک به محل اعمال بارها )نیروهای( خارجی نباشند. خیلی تاثیر نگذارد و مقطع عرضی که در آن تنش محاسبه می

 

کرد، تحلیل کردیم. در  حاصل از بار محوری خارج از مرکز را که در صفحه تقارن عضو بر آن اثر می  هایدر بخش قبلی تنش

 شود، بررسی خواهیم کرد.  این بخش حالت کلی تر را که در آن بار محوری در صفحه تقارن اعمال نمی

رار دارد در نظر بگیرید. با استفاده از اصول استاتیک و انتقال را که تحت نیروهای محوری خارج از مرکز ق ABعضو مستقیم  

ی خمشی در امتداد محورهای مربوطه نیروها، نیروی خارج از مرکز را به مرکز سطح مقطع منتقل کرده و به تناسب آن لنگر ها

 زیر نشان داده شده است.  هایایجاد خواهد شد. این سیستم بارگذاری معادل بار محوری خارج از مرکز می باشد که در شکل

 



 

 

  

 

 

تا زمانی که شرایط استفاده از اصل سنت ونانت و اصل جمع آثار برقرار باشد، طبق آنچه تا الان آموختیم تنش ناشی از بارگذاری 

 آید: جایگزین شد، از رابطه زیر بدست می محوری خارج از مرکز که با سیستم نیروی محوری مرکزی و دو کوپل

 

 

0xمحور خنثی مقطع نیز با استفاده از رابطه   آید:به صورت زیر بدست می =

 
 



 

 

  



 

 

  

 کنیم: کنیم، به عبارتی فولاد را با برنج معادل جایگزین میمقطع از جنس برنج تبدیل می مرکب را به یکمقطع 

 

 باشد:نجی به عرض زیر جایگزین خواهد شد و مقطع معادل )تبدیل یافته( به صورت شکل زیر میلذا قسمت فولادی اولیه  با بر

 

 

 

 

 

 گردد: محاسبه میممان اینرسی مقطع تبدیل یافته به صورت زیر 

 

 نماییم:حال حداکثر تنش در مقطع تبدیل یافته را با استفاده از رابطه معروف تنش خمشی برای مقطع همگن محاسبه می

 

 

 

 



 

 

  

در مقطع تبدیل آن  همانطور که سر کلاس بحث کردیم، تنش در بخش فولادی در مقطع اصلی بیشتر از تنش در نقطه متناظر  

 باشد. برابر تنش در نقطه متناظر مقطع تبدیل یافته می nی تنش در فولاد در مقطع اصلی، به عبارت  باشد.یافته می

 

 

 



 

 

  



 

 

  

 ابتدا مقطع تبدیل یافته را با فرض تبدیل فولاد به چوب تعیین می کنیم: 

 
برابر کرده تا مقطع تبدیل یافته از جنس چوب بدست آید که در شکل  16لازم است ابعاد افقی )عرض( قسمت فولادی مقطع را 

 زیر مشاهده می شود. 

 

 
 گردد:مرکز سطح مقطع تبدیل یافته به صورت زیر محاسبه میگذرد. محور خنثی از مرکز سطح مقطع تبدیل یافته می

 
 

با توجه به شکل زیر و محل مرکز سطح، ممان اینرسی مقطع تبدیل یافته حول محور خنثی با استفاده از آنچه در استاتیک 

 : گردد، به صورت زیر محاسبه مییاد گرفتیم)قضیه محورهای موازی( 

 

 



 

 

  

 
  )پایین( قرار دارد، لذا: ر چوب، دورترین فاصله چوب از محور خنثی در امتداد لبه چوببرای محاسبه تنش ماکزیمم د 

 
برای محاسبه ماکزیمم تنش در فولاد، تنش معادل در چوب را در امتداد لبه بالایی )دورترین فاصله فولاد از محور خنثی(، 

 :ضرب کرده تا تنش در فولاد به دست آید nمحاسبه کرده و آن را در  

 

 
 

 



 

 

  



 

 

  

 

به صورت زیر  عرضی نماییم. ابتدا مرکز سطح مقطعبا استفاده از اصول استاتیک، مشخصات هندسی مقطع را محاسبه می

 گردد: محاسبه می

 
 

 
 

گذرد، به صورت زیر محاسبه  ممان اینرسی مقطع را حول محوری که از مرکز سطح مقطع میحال با تعیین مرکز سطح مقطع، 

 نماییم:می

 
 

 
aبا بررسی تعادل در مقطع   a− نیروی محوری  برای برقراری تعادل، شود که مشخص میP   در نقطهD  باید  مقطع عرضی

 وارد شود. به عبارتی در مقطع عرضی مورد بحث با حالت بار محوری خارج از مرکز سروکار داریم.  

 



 

 

  

که با این   ها طبق آنچه قبلا یاد گرفتیم، لازم است نیروی محوری به مرکز سطح مقطع عرضی منتقل شودبرای محاسبه تنش

 خواهیم داشت. Cانتقال لنگری مطابق شکل زیر در نقطه 

 
 نیروی معادل با نیروی محوری خارج از مرکز در مقطع عرضی به صورت زیر می باشد: –مقادیر سیستم کوپل 

 
 

 

 
 شد.باعث توزیع تنش خطی مطابق شکل زیر خواهد  Mوارد بر مرکز سطح باعث توزیع تنش یکنواخت و کوپل   Pنیروی 

 
 

 

 



 

 

  

 
 

بدست   Mو کوپل خمشی   Pبا فرض برقراری اصل جمع آثار، توزیع تنش کل با ترکیب تنش ناشی از نیروی مرکزی  

 آید: می

 
را برابر تنش مجاز  برای محاسبه ماکزیمم بار مجاز، با توجه به تفاوت رفتار در کشش و فشار، لازم است حداکثر تنش کششی

، کوچکترین مقدار  Pتنش مجاز فشاری قرار داده و از بین مقادیر بدست آمده برای  و حداکثر تنش فشاری را برابر  کششی

  به عنوان ماکزیمم بار مجاز انتخاب گردد.

 

 
 باشد. کیلونیوتن می  77برابر  Pلذا، حداکثر بار مجاز  

 



 

 

  



 

 

  

نورد شده در آنها وجود دارد که در درس  وجود دارد که مشخصات هندسی مقاطع  )شبیه جداول انتهای سررسیدها(  جداولی  

های فولادی بیشتر با آن آشنا خواهید شد )جدول اشتال(. طبق این جدول مشخصات مقطع عرضی مورد بحث طراحی سازه

 باشد: در این سوال به صورت زیر می

 

 

 

ها به مرکز سطح مقطع منتقل شود. با  باشد لازم است برای محاسبه تنش، نیروی خارج از مرکز میPنیروی با توجه به اینکه  

توجه به اینکه نیرو نسبت به دو محور اصلی مقطع دارای خروج از مرکزیت می باشد، با انتقال نیرو به مرکز سطح، دو کوپل 

ا نیروی محوری خارج از مرکز در شکل زیر نشان داده نیروی معادل ب-حول محورهای اصلی ایجاد خواهد شد. سیستم کوپل

  شده است:

 

 



 

 

  

 گردد: باشند، به صورت زیر محاسبه میها که در امتداد محورهای اصلی مرکزی مقطع عرضی میمقادیر کوپل

 

,در نقاط  yMو   xMهای  و کوپل P های ناشی از بار مرکزیقدر مطلق تنش , ,A B C D گردد:به صورت زیر محاسبه می 

 

، تنش کل در چهار نقطه مذکور را با ترکیب هاحال با فرض برقراری اصل جمع آثار، با در نظر گرفتن جهت نیرو و کوپل

 کنیم: به صورت زیر تعیین میها تنش

 

می باشد. لذا با توجه به تنش مجاز،  Eشود که ماکزیمم تنش فشاری در نقطه با توجه به مقادیر بدست آمده، مشخص می

 آید:به صورت زیر بدست می Pحداکثر مجاز بار 

 

 

 



 

 

  



 

 

  

استفاده از رابطه خمش با توجه به اینکه، لنگر خمشی وارد بر مقطع در امتداد محورهای اصلی مقطع وارد نمی شود، برای  

( در امتداد محورهای اصلی تجزیه گردد. لذا در قدم اول لازم ، لازم است بردار لنگر خمشی )کوپلمحاسبه تنشخالص جهت 

  است محورهای اصلی مقطع محاسبه گردد. با استفاده از دایره موهر و آنچه در درس استاتیک یاد گرفتیم داریم:

 

 

 

 با توجه به نتایج حاصل از دایره موهر، وضعیت محورهای اصلی و بردار کوپل به صورت زیر خواهد بود 

  (,u  باشند(محورهای اصلی می: 

 

 



 

 

  

 کنیم:در امتداد محورهای اصلی تجزیه میرا  0Mحال کوپل 

 

 

)لازم است فواصل عمودی نقطه را از محورهای اصلی   Aبرای محاسبه تنش در نقطه  , )u    با استفاده از مثلثات بدست می

 آوریم:

 

 

 

 گردد:به صورت زیر محاسبه می Aحال با استفاده از روابط مربوط به خمش دو محوره، تنش در نقطه 

 



 

 

 

 بین محور خنثی و محور  با استفاده از روابط بدست آمده در کلاس برای تعیین محور خنثی در خمش دو محوره، زاویه  

 کنیم:را تعیین می

 

 

 

 

 

)یک نقطه دلخواه با مختصات    توانیدهمانطور که سر کلاس درس بحث کردیم، می , )u   در ربع مثبت دستگاه مختصات

محاسبه و برای بدست آوردن محور خنثی، این تنش را برابر صفر قرار   هافرض کرده و مقدار تنش در آن نقطه را تحت کوپل

 .دهید



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

در این بخش به بررسی تنش برشی ناشی از نیروی داخلی برشی خواهیم پرداخت. در شکل زیر مقطعی از یک تیر دارای  

نیروی برشی را مشاهده می لنگر خمشی و  اثر  تقارن، تحت  نرمال  صفحه  تنش  کنید. 
x    لنگر خمشی از  را در   Mناشی 

 ت قبل بررسی کردیم. با بررسی تعادل نیرویی برای تنش های برشی روابط زیر را خواهیم داشت: جلسا

 

دهد که در یک مقطع عرضی از تیری که تحت بارگذاری عرضی است تنش های برشی عمودی وجود  معادله اول نشان می

رساند های برشی افقی در هر مقطع صفر است. ولی دقت شود که این را نمیدهد که میانگین تنشدارد. معادله دوم نیز نشان می

 مه جا صفر است. در ه xzکه تنش برشی  

 یاد گرفتیم، جزء مکعبی کوچکی را در صفحه تقارن عمودی تیر در نظر بگیرید: جلسات قبل با استفاده از آنچه در 

 



 

 

  

در این بخش به بررسی تنش برشی ناشی از نیروی داخلی برشی خواهیم پرداخت. در شکل زیر مقطعی از یک تیر دارای  

نیروی برشی را مشاهده می لنگر خمشی و  اثر  تقارن، تحت  نرمال  صفحه  تنش  کنید. 
x    لنگر خمشی از  را در   Mناشی 

 ت قبل بررسی کردیم. با بررسی تعادل نیرویی برای تنش های برشی روابط زیر را خواهیم داشت: جلسا

 

بر وجوه عمودی یک جزء وارد شوند، بر وجوه افقی آن نیز وارد می شوند. یعنی در   xyقبلا دیدیم که اگر تنش های برشی 

است تنش برشی طولی وجود دارد. برای درک این مساله، تیر طره چند تکه تحت بار هر عضوی که تحت بارگذاری عرضی  

 لغزند؟ها نسبت به هم میعرضی و لنگر خمشی به صورت جداگانه را تجسم کنید. در کدام حالت تکه

 



 

 

  

 برشی، به شکل زیر دقت کنید.برای جمع بندی و درک تنش 

 

مرکز و گسترده )اعمالی در صفحه تقارن( در نظر  زیر را که دارای صفحه تقارن عمودی و تحت بارهای مت  ABتیر منشوری 

 را جدا و تعادل آن را بررسی می نماییم.  xالمانی به صورت شکل زیر به طول   Aاز انتهای  x. در فاصله بگیرید

 



 

 

  



 

 

  

نشان    Qکند و با  هاشورخورده( از مقطع عرضی تیر را نسبت به محور خنثی بیان می)   ɑ  این انتگرال لنگر )ممان( اول سطح 

 استاتیک به یاد داریم:داده می شود. از طرفی از 

 

Hو    Hبا توجه به شکل زیر بدست آورد. زیرا نیروهای برشی  دقت کنید رابطه بالا را از قسمت پایین مقطع نیز می توان    

از مقطع    ɑ‘که این دو المان )جزء( بر هم وارد می کنند با هم برابر و در سوی مخالف هم هستند. در نتیجه لنگر اول سطح  

پایین خط   عرضی، که 
1y y=    لنگر اول سطح از مقطع عرضی که بالای خط است برابر و با   ɑقرار دارد، از نظر مقدار با 

است. مجموع این دو ممان )لنگر( برابر با لنگر اول مساحت تمام مقطع عرضی نسبت به محور گذرا از مرکز علامت مخالف  

باشد )از استاتیک به یاد دارید(. گاهی از این خاصیت برای ساده کردن می باشد. لذا این مجموع برابر با صفر می  سطح آن

 شود. استفاده می Qمحاسبه  

 



 

 

  

 شود:برش( به صورت زیر تعریف میبا استفاده از آنچه بدست آوردیم، برش افقی در طول واحد )جریان 

 

Q    لنگر اول سطح قسمتی از مقطع عرضی را که در بالا یا پایین نقطه ای است کهq  شود، نسبت به محور خنثی محاسبه می

 ممان اینرسی مرکزی تمام سطح مقطع عرضی نسبت به محور خنثی است.   Iدهد و نشان می

 می توانیم تنش برشی متوسط را محاسبه نماییم. با توجه به شکل زیر، حال 

 



 

 

 

 : محاسبه تنش برشی متوسط 10شکل 

 آید: کند، تنش برشی متوسط به صورت زیر بدست میبا تقسیم نیروی برشی بر مساحت مقطعی که بر آن اثر می

 

 در نتیجه: 

 

 نیز حداکثر است؟ چرا؟  ave حداکثر است، Qدر جایی که  به نظرتون

Dکه به ترتیب بر یک صفحه عرضی و یک صفحه افقی گذرا از    yxو   xyهای برشی  تنش    اثر می کنند با هم برابرند. در

'را در امتداد خط   xyنتیجه، تنش متوسط محاسبه شده در بالا، مقدار متوسط   '

1 2D D دهد.نیز نشان می 

 



 

 

  

 

 : توزیع تنش برشی در یک ارتفاع از مقطع تیر 11شکل 

 تنش برشی چقدر است؟  پایینی مقطع عرضیبالایی و لبه های امتداد در 

 

 های مقطع عرضی تیر: تنش برشی در لبه12شکل 

'تا وقتی عرض مقطع عرضی تیر در مقایسه با ارتفاع آن کوچک است، برای تعیین تنش برشی در امتداد خط   '

1 2D D   می توان

'در نقاط    xyاز رابطه بدست آمده در بالا استفاده کرد. در واقع  

1D   و'

2D    بزرگتر ازxy   در نقطهD     است، اما طبق تئوری

، تا وقتی که hو عمق   bالاستیسیته، برای یک تیر با مقطع مستطیلی به عرض 
4

hb  1، تغییرات تنش برشی از نقطهC    تا  

2C  تنش متوسط در امتداد محور خنثی نخواهد بود.  %0.8بیشتر از 

 



 

 

  

 

 : توزیع تنش برشی در امتداد محور خنثی مقطع مستطیلی شکل13شکل 

 

قبل دیدیم برای تعیین تنش برشی در در این بخش قصد داریم، تنش برشی در مقاطع مختلف تیرها را بررسی کنیم. در بخش 

 توان از رابطه زیر استفاده کرد: هر نقطه از مقطع عرضی یک تیر باریک مستطیلی می

 

)شکل زیر( نسبت   Aممان )لنگر( اول سطح سایه خورده   Qباشد و می  bعرض مقطع عرضی که در اینجا برابر   tکه در آن 

 باشد. به محور خنثی می

 

 14شکل 

 



 

 

  

C)نقطه   Aفاصله مرکز سطح   : از محور خنثی برابر است با )  

 

 در نتیجه، لنگر اول سطح برابر است با:

 

 باشد: و با توجه به اینکه ممان اینرسی مقطع مستطیلی به صورت زیر می

 

 در نتیجه: 

 

 باشد: با توجه به اینکه مساحت مقطع عرضی به صورت زیر می

 

 خواهیم داشت:

 

شویم که توزیع تنش برشی در مقطع عرضی یک تیر مستطیلی به صورت سهمی  با توجه به رابطه بدست آمده، متوجه می

 اشد. بمی

 



 

 

 

 

 

 : توزیع تنش برشی در مقطع مستطیلی 15شکل 

 

)با جایگذاری   )y c=   باشد، تنش برشی برابر صفر خواهد بود که در  در رابطه فوق که متناظر با لبه بالا و پایین مقطع می

0yبخش قبل نیز به این نتیجه به صورت شهودی رسیدیم. همچنین با جایگذاری   ماکزیمم مقدار تنش برشی در مقطع   =

 آید: میعرضی تیر باریک مستطیلی به صورت زیر بدست 

 

Vدرصد بیشتر از مقدار   50رسیم که ماکزیمم مقدار تنش برشی در یک تیر با مقطع عرضی مستطیلی لذا به این نتیجه می
A

 

 حاصل از فرض نادرست توزیع یکنواخت تنش در تمام مقطع عرضی است.

 مرسوم در کارهای مهندسی می باشد.  این تیر از بال و جان به صورت شکل زیر تشکیل شده است.شکل از مقاطع  Iتیر 

 



 

 

  

 

 شکل I: تیر 16شکل 

bbیا   aaدر مقطع    xyشکل به صورت زیر را در نظر بگیرید. برای تعیین مقدار متوسط تنش برشی    Iحال تیر     از مقطع

 توان از رابطه زیر استفاده کرد: عرضی می

ave

VQ

It
 = 

لنگر اول سطح سایه خورده نسبت به محور خنثی   Qعرض مقطع در ارتفاع تحت بررسی و    tبرش عمودی،    Vکه در آن  

cc     وI    ممان اینرسی کل سطح مقطع عرضی نسبت به محور خنثیcc   باشد. در شکل زیر توزیع تنش  می
ave    نسبت به

 کنید.  را مشاهده می  yفاصله عمودی 

 به نظرتون علت ناپیوستگی در نمودار توزیع تنش چیست؟

 

 شکل I: توزیع تنش برشی در مقطع  17شکل 

 



 

 

  

bbدر عرض مقطع   xyدر جان تیر، تنش برشی    توان فرض کرد که با مقدار متوسط کند و میفقط کمی تغییر می
ave   برابر

صفر    Gو    Fو بین    Eو    Dبین    DEFG    ،xyهای تیر صحت ندارد. مثلا خط افقی  است. ولی این موضوع برای بال

tاست، زیرا این دو تکه قسمتی از سطح آزاد تیر هستند. از طرفی با جایگذاری   EF=  توان  در رابطه بالا، میxy    بینE    و

F   .را بدست آورد 

بر مساحت مقطع عرضی جان تیر    Vکند و از تقسیم  شود که تمام بار برشی را جان تیر تحمل میدر عمل، معمولا فرض می

 خوبی به صورت زیر بدست آورد: توان ماکزیمم مقدار تنش برشی در مقطع عرضی را با تقریبمی

 

ها صرفنظر کرد، ولی مولفه افقی  در بال xyتوان از مولفه قائم لازم به ذکر است، گرچه می
xz .آن قابل توجه است 

Qدقت کنید با توجه به رابطه زیر، تنش برشی در مقطع عرضی هنگامی حداکثر می شود که نسبت  

t
 در مقطع ماکزیمم گردد.  

VQ

It
 = 

max max( )
V Q

I t
 = 

 

ای، مثلثی، لوزی یا ... با استفاده از همین روندی که برای مستطیل استفاده شد، توزیع تنش برشی در مقاطع دیگر مثلا دایره

توان نسبت تنش برشی به تنش برشی متوسط آید و میبدست می
ave

V

A
  را به صورت رابطه کلی زیر نوشت: =

ave

V

A
 =  =  

 



 

 

  



 

 

  

کنیم. بدین  با استفاده از اصول استاتیک، تیر را تحلیل و نمودار نیروی برش به عنوان نیروی داخلی تیر را برای آن ترسیم می

گاهی را با استفاده از معادلات تعادل بدست آورده و در ادامه با استفاده از روش مقطع یا  های تکیهمنظور ابتدا عکس العمل

 گردد. ار برش به صورت زیر ترسیم میروش جمع زدن، نمود

 

 

 باشد:با توجه به نمودار نیروی برشی، برش حداکثر در تیر برابر مقدار زیر می

max 19.5V kN= 

طبق فرمول محاسبه تنش برشی ناشی از نیروی برش، لازم است محل محور خنثی و ممان اینرسی مقطع عرضی حول محور 

 اییم. برای محاسبه مرکز سطح داریم:  خنثی را محاسبه نم

 



 

 

  

 

 توانیم ممان اینرسی مقطع را حول محور خنثی محاسبه نماییم: حال می

 

دو تخته به وسیله چسب به هم متصل شده اند. لذا برای محاسبه تنش برشی در چسب که در محل اتصال دو تخته قرار دارد،  

تخته در مقطع عرضی محاسبه گردد و سپس طبق آنچه در کلاس درس یاد لازم است تنش برشی در محل اتصال این دو  

 گرفتیم، تنش در چسب ) تنش برشی طولی( که با این تنش در مقطع عرضی برابر است، بدست می آید. 

 

 

 



 

 

  

 گردد:حال تنش برشی حداکثر به صورت زیر محاسبه می

 

 عرضی و تنش در چسب نشان داده شده است.  در شکل زیر تنش برشی در محل اتصال دو تخته در مقطع 

 

 

 



 

 

  



 

 

  

nبا استفاده از اصول استاتیک، نیروی برشی در مقطع   n−  گاهی های تکیهالعملآوریم. ابتدا عکسرا به صورت زیر بدست می

nبا استفاده از معادلات تعادل بدست آمده و سپس در   n− آوریم. مقطعی زده و نیروهای داخلی آن را بدست می 

 

 

 

aکنیم. در نقطه موردنظر مقطعی )زیر محاسبه میرا با توجه به شکل    aتنش برشی در اتصال   a−   گذرانده و ممان اول )

aسطح بالای این مقطع ) a− کنیم. ( را نسبت به محور خنثی برای استفاده در فرمول تنش برشی محاسبه می 

 

 



 

 

  

 

 

bکنیم. در نقطه موردنظر مقطعی )را با توجه به شکل زیر محاسبه می  bتنش برشی در اتصال   b−   گذرانده و ممان اول )

bسطح بالای این مقطع ) b−  کنید طبق کنیم. دقت  ( را نسبت به محور خنثی برای استفاده در فرمول تنش برشی محاسبه می

 ای که سر کلاس درس بحث کردیم، به جای محاسبه ممان اول سطح بالای مقطع نکته

  (b b− ( ممان اینرسی سطح پایین مقطع ، )b b− نماییم. (  را برای راحتی محاسبه می 

 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

 کنیم:استاتیک، نمودار نیروی برش و لنگر خمشی تیر را به صورت زیر ترسیم میبا استفاده از اصول   

 
 با توجه به نمودارهای ترسیم شده، مقادیر حداکثر برش و خمش در طول تیر به صورت زیر می باشد: 

 
عمق )ارتفاع( تیر به  دهیم. مدول )اساس( مقطع بر حسب ابتدا طراحی را براساس تنش مجاز نرمال به صورت زیر انجام می

 صورت زیر می باشد:

2 2 21 1
(3.5) 0.5833

6 6

I
S bd d d

c
= = = = 

 با استفاده از تنش مجاز نرمال و لنگر خمشی حداکثر داریم:

 



 

 

  

 
اگر عمق تیر برابر مقدار بدست آمده باشد، تنش نرمال از تنش مجاز نرمال کمتر خواهد بود. حال لازم است تنش برشی به 

عمق بدست آمده را محاسبه و با تنش مجاز برشی مقایسه کنیم. اگر تنش برشی نیز کمتر از مقدار تنش برشی  ازای این مقدار از  

بدست آمده، جواب طراحی می باشد. ولی اگر تنش برشی بیشتر از مقدار مجاز گردد، لازم است مقدار   dمجاز باشد، مقدار 

d  .اصلاح گردد 

 آید: بدست آمده در بخش قبل، مقدار تنش برشی حداکثر به صورت زیر بدست می   dبرای نیروی برشی حداکثر در تیر و 

 
ای که تنش را تغییر دهیم به گونه  dکه این تنش برشی حداکثر از مقدار تنش برشی مجاز بیشتر است و لازم است ابعاد  

 برشی حداکثر نیز از تنش مجاز کمتر گردد. لذا داریم: 

 
)ارتفاع( تیر می باشد که در آن تنش نرمال و برشی همزمان کمتر از مقدار مجاز بدست آمده، حداقل عمق  dکه این مقدار 

 می باشد. 

 



 

 

  

ای در این بخش به بررسی تنش برشی و جریان برش ناشی از نیروی داخلی برشی در مقاطع جدارنازک خواهیم پرداخت. نمونه 

 های زیر نشان داده شده است.از مقاطع جدار نازک در شکل

  
 

 

ABBاز یک تیر بال پهن را به صورت زیر در نظر بگیرید. جزء   xای به طول  قطعه A    را از بال بالایی با یک برش عمودی

ای که جلسه قبل بدست آوردیم، نیروی برش طولی وارد بر این جزء را به صورت زیر محاسبه  کنیم. با استفاده از رابطهجدا می

 کنیم:می

 

 

 



 

 

 برشی متوسط وارد بر این جزء نیز به صورت زیر تعیین می گردد:تنش 

 

لازم به ذکر است که  
ave   محاسبه شده، مقدار متوسط

zx باشد. و به یاد داریم که  می
xz zx = باشد. می 

 

در نتیجه برای تعیین مولفه افقی 
xz  .در هر نقطه مقطع عرضی بال از رابطه زیر استفاده کرد 

 

زیر در نقاط    باشد که در شکلممان اول سطح )لنگر اول سطح( سایه خورده نسبت به محور خنثی می  Qدر معادله فوق،  

)بال و جان( نشان داده شده است. نکته دیگری که لازم است توجه شود این است که به علت نزدیکی دو سطح  مختلف مقطع  

توان صفر در نظر گرفت. به طور کلی در اجزا جدار نازک، تنش آزاد به یکدیگر، مولفه دیگر )عمودی( تنش برشی در بال را می

 د شده در ضخامت آن است.برشی ایجاد شده در جهت طول جزء بزرگتر از تنش ایجا

 



 

 

  

 

توان از رابطه شوند، میهای برشی در سایر عضوهای جدارنازک، تا وقتی بارها در صفحه تقارن عضو اعمال میبرای تعیین تنش

بالا استفاده کرد. در هر حالت مقطع بریده شده باید بر سطح عضو عمود باشد و در این حالت مولفه تنش برشی بدست آمده 

 ابطه بالا در جهت مماس بر آن سطح را نشان می دهد. از ر

 

 

 از جلسات قبل، رابطه تنش برشی و جریان برش به صورت زیر می باشد:

VQ

It

VQ
q

I

 =

=

 

 



 

 

  

qرسیم که با مقایسه این روابط به این نتیجه می t=   که در آنq   جریان برش در یک نقطه و  تنش برشی در یک نقطه

فقط به  qدر تمام مقطع، جریان برش   Iو  Vباشد. با توجه به ثابت بودن  ضخامت مقطع در آن نقطه می tمعین از مقطع و  

توان تغییرات جریان برش را روی مقطع ترسیم کرد. به عنوان مثال به توزیع جریان بستگی دارد. لذا می  Qلنگر اول سطح  

 برش در مقاطع زیر دقت کنید. 

 

 

 

 شکل زیر توزیع جریان برش ناشی از نیروی برش عمودی با جزییات نشان داده شده است. در 

 



 

 

 

 

 نکات زیر در ترسیم جریان برش کمک کننده خواهد بود:

اگر یک مقطع جدارنازک دارای محور تقارن در راستای قائم )راستای اعمال برش( بوده و بر روی محور تقارن قائم، عضو   -1

 داشته باشد، تنش برشی روی هر نقطه که بر روی محور تقارن قائم باشد، صفر خواهد بود.قائمی وجود ن

 باشند. نقاطی که در لبه )نوک( آزاد مقطع قرار دارند، دارای تنش برشی صفر می -2

 حال با استفاده از دو نکته بالا، به روش زیر مرحله به مرحله جریان برش را ترسیم می کنیم: 

 کنیم. که تنش برشی در آن ها صفر است، به عنوان نقطه شروع انتخاب می ابتدا نقاطی -1

برای تعیین جهت برش در هر نقطه، ابتدا مقطع را در آن نقطه با خط چین به دو قسمت تقسیم می کنیم و آن قسمتی که  -2

 کنیم. راحت است را انتخاب می Qمحاسبه لنگر اول سطح  

سطح انتخاب شده، مثبت باشد )یعنی مرکز سطح آن بالای محور خنثی باشد( جریان برش به خط چین نزدیک   Qاگر    -3

 منفی باشد، جریان برش از خط چین دور خواهد شد.  Qشود در غیر اینصورت وقتی  می

اط مقطع نیستو معمولا وقتی جهت جریان در یک یا دو جزء مشخص شد از قاعده جریان ** لزومی به مقطع زدن در تمام نق

آب و اصل تقارن، جهت جریان در سایر اجزا را می توان بدست آورد. همچنین مطابق اصل پیوستگی جریان برش، در هر گره 

 از یک مقطع، جمع جریان های برش ورودی و خروجی با یکدیگر برابر است. 

 



 

 

 های زیر نشان داده شده است. ای از جریان برش در مقاطع مختلف در شکله نمون  

  

 

 

 

 



 

 

  

بندی این بخش، دقت شود که فرض کردیم که تمام بارها در صفحه تقارن عضو وارد می شوند. در عضوهایی که برای جمع

هایی در امتداد دو محور  توان به مولفهگذرد را میدو صفحه تقارن دارند، هر باری را که از مرکز سطح یک مقطع داده شده می

های برشی متناظر را از رابطه ث می شود عضو در صفحه تقارن خمیده شود و تنشتقارن آن مقطع تجزیه کرد. هر مولفه باع

VQ

It
  های حاصل استفاده کرد. بدست آورد. سپس از اصل ترکیب )جمع آثار( برای تعیین تنش =

ر داشته باشد که در آن صفحه  اگر عضو تحت بررسی فاقد صفحه تقارن باشد، یا یک صفحه تقارن داشته باشد و تحت باری قرا

، وارد شود. این  مرکز برششود، به جز وقتی که بار در نقطه خاصی به نام  نیست، عضو به طور همزمان خمیده و پیچیده می

 حالت را بعد از جلسه مربوط به پیچش بررسی خواهیم کرد.

 

 

 کنیم: با استفاده از تعریف تنش برشی، برای محاسبه نیروی معادل تنش برشی در بخشی از مقطع از رابطه زیر استفاده می

 



 

 

   

  

 

شکل را  Iبرای خاتمه بحث این جلسه، مثالی از محاسبه جریان برش و نیروی ناشی از برش در یک مقطع جدار نازک 

 کنیم. بررسی می

 

 



 

 

 الف: جریان برش و نیروی ناشی از تنش برشی در بال تیر  

 

 

 

( ) ( )
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 تیر جان: جریان برش و نیروی ناشی از تنش برشی در ب  

 

 

 

 

 

 



 

 

 باشد:ممان اینرسی مقطع به صورت زیر می  

 

 ممان اینرسی مقطع را با توجه به کوچکی ضخامت به صورت زیر نیز می توان نوشت:

 



 

 

  



 

 

 گردد: با استفاده از اصول استاتیک، نمودار نیروی داخلی برش در طول تیر به صورت زیر ترسیم می  

 

 گردد:با توجه به شکل مقطع عرضی، ممان اینرسی مقطع حول محور خنثی به صورت زیر محاسبه می

 

برای بدست آوردن جریان برش در نقاط خواسته شده با توجه به تقارن مقطع نسبت به محور قائم )راستای نیروی برشی( در 

مقطع زده و لنگر اول سطح را بدست میآوریم. از کلاس به یاد داریم که جریان برش  نقاط مورد نظر و نقاط متناظر متقارن آنها 

 آنها برابر است. در این نقاط و نقاط متناظر متقارن 

 
6 3(0.03 )(0.075 )(0.015 ) 33.75(10 )BQ y A m m m m− = = =  

 

6 3(0.03 )(0.045 )(0.015 ) 20.25(10 )CQ y A m m m m− = = = 

 



 

 

 حال، جریان برش به صورت زیر قابل محاسبه می باشد:  

 

 ، بیانگر نیروی برش در واحد طول تیر می باشد که میخ در Bqدقت کنید که مقادیر جریان برش بدست آمده، به عنوان مثال  

B  و چوب درB   فواصل مناسب میخ ها در نقاط  کنند.تحمل میB  وC آید:به صورت زیر بدست می  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

 با توجه به هندسه مقطع تیر داریم:  

 

 کنیم:ن میبا توجه به شکل زیر مرکز هندسی مقطع را تعیی 

 

 

کنیم. چون دو ضلع مقطع مورب می حال ممان اینرسی مقطع را نسبت به محور گذرا از مرکز سطح )محور خنثی( محاسبه می

 باشند از نکته زیر که نحوه محاسبه ممان اینرسی متوازی الاضلاع می باشد، استفاده می کنیم: 

 

 

 



 

 

  

 

 

گیریم که تنش برشی در این نقطه  نتیجه می Aبا توجه به تقارن مقطع عرضی و بارگذاری نسبت به یک خط عمودی گذرا از  

 باشد. برابر صفر می

در محور خنثی به وجود می آید.   برای تعیین ماکزیمم تنش برشی، چون ضخامت مقطع ثابت است، ماکزیمم تنش برشی

صفر است، مقطع را در امتداد خط چین نشان داده  Aماکزیمم است. با توجه به اینکه تنش برشی در  Q  یعنی در جایی که

م تنش برشی، مقطع بریده در محور خنثی را  کنیم. برای تعیین ماکزیمبریم و قسمت سایه خورده را جدا میدر شکل زیر می

 گیریم. عمود بر وجوه می

 

 



 

 

 گردد: حال مقدار تنش برشی ماکزیمم به صورت زیر محاسبه می  

 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

کنیم. به یاد داشته باشید در مقاطع جدارنازک ابعاد مورد ابتدا ممان اینرسی مقطع عرضی را نسبت به محور خنثی محاسبه می

 باشد. یانی )خط میانی ضخامت( میاستفاده برای محاسبه ممان اینرسی در عمده موارد، ابعاد مربوط به خط م

 

 برابر صفر می باشد. لذا:  Bتوجه به تقارن مقطع جریان برش در نقطه  با 

0Bq = 

 کنیم جدا میبا توجه به تقارن مقطع، ناحیه پررنگ را برای محاسبه لنگر اول سطح   Cبرای نقطه 

 

3 3(0.0875 )(0.125 )(0.025 ) 0.27344(10 )CQ y A m m m m− = = =   

:لذا داریم  

 

 



 

 

 

 کنیمنیز با توجه به تقارن مقطع، ناحیه پررنگ را برای محاسبه لنگر اول سطح جدا می  Dبرای نقطه 

 

 

 لذا داریم:

 

طبق آنچه  باشد. با توجه به مقادیر بدست آمده برای جریان برش، و توجه به تقارن مقطع، توزیع جریان برش به صورت زیر می

( به صورت خطی و در اضلاع    V  در کلاس یاد گرفتیم توزیع جریان برش در اضلاع افقی این مقطع )عمود بر نیروی برش

 باشد.( به صورت سهمی می Vعمودی )موازی با نیروی برش  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

در این بخش به بررسی تنش و کرنش برشی ناشی از پیچش در اعضای ساختمانی و مکانیکی خواهیم پرداخت. مثال بسیار 

بارز و متداول از عضو تحت پیچش در کاربردهای مهندسی، شفت است که برای انتقال قدرت از یک نقطه به نقطه دیگر به 

 رود )شکل زیر(. کار می

 

 همانند لنگر خمشی، کوپل )لنگر( پیچشی را نیز به صورت زیر نشان خواهیم داد. 

 



 

 

  

Tو   Tتحت گشتاورهای مساوی و متضاد  Bو  Aرا که در نقاط  ABشفت     قرار دارند را در نظر بگیرید. مقطع عمودی

 نماییم. را بررسی می Cدر نقطه دلخواه 

 

معادل با گشتاور   Cگیریم که سیستم نیروهای جزئی برشی در مقطع  نتیجه می  BCبا توجه به شکل زیر، از تعادل قسمت  

 باشد. می Tداخلی  

 

 باشد. لذا:می Tنسبت به محور شفت مساوی گشتاور   dFمجموع لنگر نیروهای برشی 

 

 

 



 

 

 ه صورت زیر خواهیم داشت: با توجه به رابطه بین نیروی جزئی برشی و تنش برشی ب  

 

 

باشد ولی اطلاعاتی در خصوص نحوه توزیع تنش برشی در ای میرابطه بالا، رابطه بسیار مهم در بحث پیچش مقاطع دایره

استاتیکی بوده  های قبلی به یاد داریم که توزیع واقعی تنش در مقطع عرضی یک مساله نامعین دهد. از بخشمقطع عرضی نمی

نمی قابل حل  بردیم،  به کار  بالا  که در  استاتیکی  تعادل  از معادلات  استفاده  با  لذا  به و  مربوط  روابط  از  و لازم است  باشد 

 ها در کنار معادلات تعادل استفاده نماییم. تغییرشکل

بر انتهای دیگر وارد   است. اگر گشتاور   گاه ثابت )گیردار( متصلای را در نظر بگیرید که از یک انتها به تکیهیک شفت دایره

نامیم. آزمایش نشان داده است  را زوایه پیچش می کند. زاویه دوران می پیچد و انتهای آزاد آن تحت زاویه  شود، شفت می

)طول شفت( متناسب است که در ادامه رابطه مربوطه بدست   و    ، زاویه پیچش با    که برای گستره معینی از مقادیر  

 خواهد آمد. 

 

ای تحت های دایره ای که در بدست آوردن این رابطه استفاده خواهیم کرد، اینست که وقتی یک شفت دایرهخاصیت مهم شفت 

مانند یعنی گرچه مقاطع عرضی مختلف ای و بدون اعوجاج میگیرد، تمام مقاطع عرضی آن به صورت صفحهپیچش قرار می

متفاوت   زوایای  تحت  شفت  امتداد  پیچش صلبمیدر  این  ولی  مذکور، مشخصه  پیچند،  زیر(. خاصیت  )شکل  است  گونه 

ای تحت ای چنین حالتی وجود ندارد و مقطع غیردایرهای توپر و توخالی است. در عضوها با مقطع غیردایرههای دایرهشفت

 پیچش، دچار اعوجاج می شود.

 



 

 

  

ها طوری وارد شوند که دو  اعوجاج بمانند، باید کوپلای و بیای برای اینکه تمام مقاطع شفت به صورت صفحهدر شفت دایره

با اعمال کوپلای و بیانتهای شفت به صورت صفحه این کار  اناعوجاج بمانند.  به دو  تهای شفت ها بر صفحات صلبی که 

ای و بی اعوجاج  شود. در این صورت، می توان مطمئن بود که هنگام بارگذاری تمام مقاطع به صورت صفحهاند، انجام میمتصل

مانند و تغییرشکل در تمام طول شفت به طور یکنواخت است. تمام دوایری که در فواصل مساوی از هم قرار دارند، نسبت  می

شود که دوایر مختلف را تحت یه یکسان می چرخند و هر خط مستقیم تبدیل به یک منحنی میبه دایره مجاور خود تحت زاو

 کند. زاویه یکسان قطع می

 

  تحت زاویه  cو به شعاع   Lزیر توجه کنید. شفت )میله( به طول  ن کرنش برشی تحت پیچش به شکلبرای بدست آورد

گیریم. تحت اثر پیچش این را از شفت جدا کرده و المانی به صورت زیر در نظر می ای به شعاع  پیچیده شده است. استوانه

با زاویه   دهد. براساس توضیحات بخش قبل و با توجه به هندسه شکل، کرنش برشی المان به صورت لوزی تغییر شکل می

Aو   ABبین خطوط   B باشد.  برابر می 

 



 

 

  

 از رابطه طول قطاع در ریاضی داریم:  برای مقادیر کوچک 

 

 همچنین داریم: 

 

 از تساوی دو رابطه بالا داریم: 

 

 برای کرنش برشی داریم: در نتیجه، 

 

 



 

 

  

دهد که کرنش برشی در یک نقطه معین از شفت با زاویه بر حسب رادیان هستند. این رابطه نشان می  و    دقت کنید که  

ای بر حسب  باشد. به عبارتی، کرنش برشی در یک شفت )مقطع( دایرهمتناسب می و فاصله نقطه تا محور شفت   پیچش  

cکند. کرنش برشی حداکثر در  فاصله از محور شفت به صورت خطی تغییر می  دهد که برابر است با:روی می =

 

 باشد:شی در هر نقطه مقطع با کرنش برشی حداکثر به صورت زیر میرابطه کرنش بر

 

حال که کرنش برشی تحت پیچش را بدست آوردیم، با فرض اینکه تنش برشی در مقطع دارای مقدار کمتر از استقامت تسلیم  

حالت طبق قانون هوک    باشد، یعنی مقدار تنش برشی در مقطع کمتر از حد تناسب و نیز کمتر از حد الاستیک باشد. در این

 داریم:

 

 باشد. با استفاده از رابطه بدست آمده برای کرنش برشی تحت پیچش داریم: مدول برشی ماده می Gکه در آن 

 

 یا : 

 

 



 

 

  

طبق رابطه فوق تا زمانی که هیچ قسمتی از مقطع دایره ای از استقامت تسلیم و حد تناسب فراتر نرود، تنش برشی در مقطع 

های زیر این توزیع برای مقطع دایره توپر کند. در شکلاز محور شفت به صورت خطی تغییر می  ای بر حسب فاصله دایره

 توخالی نشان داده شده است.و 

 

 باشد:در مقطع دایره توخالی نسبت تنش برشی حداقل و حداکثر بر حسب شعاع داخلی و خارجی به صورت زیر می

 

در اول بحث از معادلات تعادل استاتیکی به این نتیجه رسیدیم که مجموع لنگر نیروهای جزئی برشی وارده بر هر مقطع عرضی 

 ای برابر است. به عبارتی: قدار گشتاور وارد بر مقطع دایرهای با ممقطع دایره

 

 با جایگذاری رابطه بدست آمده برای تنش برشی، داریم:

 

 انتگرال در رابطه بالا بیانگر چیست؟ 

 ن: نشان می دهد. بنابر ای Oانتگرال رابطه بالا، ممان اینرسی قطبی مقطع عرضی را نسبت به مرکز 

 



 

 

  

 

 یا:

 

 آید:ای به صورت زیر بدست میو با جایگذاری روابط بدست آمده قبلی، در نهایت رابطه مهم پیچش الاستیک مقطع دایره

 

 باشد:به صورت زیر می cاز استاتیک به یاد داریم که ممان اینرسی قطبی دایره به شعاع 

 

 آید: به صورت زیر بدست می 2cو شعاع خارجی  1cهمچنین ممان اینرسی قطبی دایره تو خالی با شعاع داخلی 

 

آوردیم، ای تحت پیچش را بدست آوریم. با توجه به شکل زیر و آنچه در قبل بدست  خواهیم زاویه پیچش مقطع دایرهحال می

 باشد:کرنش برشی حداکثر به صورت زیر می

 

 



 

 

  

 

 با استفاده از قانون هوک و روابط قبلی داریم: 

 

 آید: در نهایت با استفاده از تساوی دو رابطه بالا، زاویه پیچش به صورت زیر بدست می

 

  باشد.بر حسب رادیان می دوباره تاکید می شود که 

ثابت و دارای مقطع   Gنکته دیگری که باید توجه کنید این است که رابطه فوق برای محاسبه زاویه پیچش برای میله همگن با  

عرضی یکنواخت که فقط در انتها میله بارگذاری شده است، بدست آوردیم. حال اگر یکی از این فرضیات برقرار نباشد، مثلا  

ای در نقاطی غیر از دو انتها تحت گشتاور پیچشی قرار گیرد یا اگر از قسمت های مختلف با مقاطع عرضی میله دایرهاگر  

هایی تقسیم کرد که هر کدام شرایط مورد نیاز را برای استفاده  گوناگون یا از مواد مختلف تشکیل شده باشد، آن را باید به قسمت

کنیم. )شبیه حالتی که برای نیروی محوری داشتیم( برای درک نهایت از جمع آثار استفاده می از رابطه بالا را داشته باشد. و در

 بهتر موضوع به شکل زیر دقت کنید. 

 

 

 



 

 

  

 یم داشت:ای با استفاده از المان گیری و انتگرال، روابط زیر را خواههمچنین برای یک میله با مقطع عرضی متغیر دایره 

 

 باشد:زاویه پیچش یک وجه المان )دیسک( نسبت به وجه دیگر به صورت زیر می

 

 گیری از رابطه فوق در طول تیر برای زاویه کل پیچش میله خواهیم داشت:باشد. با انتگرالمی xتابعی از  Jدقت کنید که 

 

گاه ثابتی متصل باشد، زاویه پیچش با دیگری که لازم است به آن دقت کنیم این است که وقتی یک انتهای میله به تکیهنکته  

زاویه دوران انتهای آزاد میله برابر است. در حالتی که هر دو انتهای میله بپیچند، زاویه پیچش میله برابر است با زاویه چرخش 

 یگر آن. برای درک بهتر موضوع به شکل زیر دقت کنید. یک انتهای میله نسبت به انتهای د

 



 

 

  
وجوه المانی که در اول بحث برای بررسی تنش برشی روی سطح میله انتخاب کردیم، به موازات و عمود بر محور میله بودند 

maxو لذا فقط تنش برشی 
Tc

J
 در شکل زیر  bدر شکل زیر(.  در حالی که در المان   aشود )المان  بر این المان وارد می =

های نرمال و برشی هستند. در ادامه با استفاده از آنچه در سازند، دارای تنشکه وجوه آن با محور میله زوایای اختیاری می

 آوریم.های نرمال و برشی را بدست میدرجه بررسی کرده و تنش 45فصول اول یاد گرفتیم تعادل المان را در زاویه 

 

 گیریم: درجه نسبت به محور میله به صورت زیر در نظر می 45با زاویه  المانی

 

 با بررسی تعادل نیروها خواهیم داشت:

 

 آید: ، تنش وارد بر این وجه به صورت زیر بدست می DCحال با تقسیم نیرو بر مساحت در وجه  

 

های درجه با محور میله است، تحت تنش  45در شکل زیر که تحت زاویه    cگیریم که وجوه المان  از آنچه بدست آمد نتیجه می

 قرار دارند.   maxقائم و برابر با  

 



 

 

  

شوند. بنابراین وقتی  )شکل پذیر( معمولا در برش گسیخته میبا توجه به آنچه در فصل اول یاد گرفتیم مواد چکش خوار  

شود. در حالی اش گسیخته میگیرد، در امتداد یک صفحه عمود بر محور طولیپذیر تحت پیچش قرار میای از ماده شکلمیله

گیرد، تمایل ش قرار میترند. لذا وقتی میله از ماده ترد تحت پیچکه مواد ترد )شکننده( در کشش، در مقایسه با برش، ضعیف

درجه   45دارد در امتداد سطوح عمود بر امتداد متناظر با کشش ماکزیمم )یعنی در امتداد سطوحی که با محور طولی میله زاویه 

 دارند( بشکند. برای درک بهتر موضوع به شکل های زیر دقت کنید. 

 

 

 

 

رتی که شفت باید انتقال دهد و سرعت چرخش شفت. مشخصات اصلی در طراحی یک شفت انتقال قدرت عبارت است از قد

کند که ماکزیمم تنش برشی در ماده هنگام انتقال قدرت در یک  ای تعیین میطراح ماده شفت و ابعاد مقطع عرضی را به گونه

 سرعت مشخص شده از مقدار مجاز خود بیشتر نشود.

 قرار دارد، به صورت زیر می باشد: Tای جسم صلب چرخانی که تحت گشتاور بر Pدانیم که قدرت از دینامیک می

 

 دانیم:ای جسم بر حسب رادیان بر ثانیه است. از طرفی میسرعت زاویه که در آن 

 

 



 

 

  

11sها در یک ثانیه است. واحد فرکانس  فرکانس دوران است. منظور از فرکانس، تعداد دوران  fکه در آن   است که هرتز   −

( )HZ ای داریم:گویند. با جایگذاری رابطه سرعت زاویهمی 

 

N.برحسب  HZ  ،Tبرحسب هرتز   SI،fدر آحاد   m    و قدرت برحسب. /N m s     است که آن را وات( )W   گویند.  می

 آید:دهد به صورت زیر بدست میانتقال می fرا در فرکانس  Pگشتاور وارد بر شفتی که قدرت 

 

و ماکزیمم تنش مجاز را در فرمول پیچش الاستیک قرار    Tپس از تعیین گشتاور وارد بر شفت و انتخاب ماده، طراح مقادیر  

Jمی دهیم و مینیمم مقدار مجاز  

c
 آوریم: را به صورت زیر بدست می 

 

 مسائل کمک کننده خواهد بود:تبدیل واحدهای زیر در حل برخی 

 

 



 

 

  

های بزرگ را با استفاده از ماهیچه  آید. این تنشکند، تمرکز تنش بوجود میدر مقطع عرضی شفتی که قطر آن ناگهان تغییر می

 آید: توان کاهش داد. ماکزیمم مقدار تنش برشی در ماهیچه از رابطه زیر بدست میمی

 

 

Tcدقت کنید  
J

گردد. ضریب ضریب تمرکز تنش از نمودار زیر تعیین می  Kبرای شفت با قطر کمتر محاسبه شده و مقدار    

K  دیگر اینکه این رابطه و  فقط به نسبت دو قطر و نسبت شعاع ماهیچه )گرده( به قطر شفت کوچکتر بستگی دارد. نکته مهم

 نمودار برای محدوده خطی و تغییر شکل الاستیک برقرار است.

 

 



 

 

  

دایره برای مقطع  بودند، کاربرد دارد و برای مقاطع غیر  روابط بدست آمده در بخش قبلی فقط  ای که دارای تقارن محوری 

 توان به کار برد. شود، نمیای که تحت پیچش دچار اعوجاج میدایره

 به عنوان مثال میله با مقطع توپر مستطیلی تحت پیچش در شکل زیر نشان داده شده است. 

 

دانیم که تنش ماکزیمم در وسط ضلع  توزیع تنش برشی ناشی از پیچش در مقاطع توپر مستطیلی بسیار پیچیده است. ولی می

 باشد. ها صفر میدهد و تنش در گوشهبزرگتر مقطع رخ می

نشان    Tو مقدار گشتاور وارد بر میله را با   bو ضلع کوچکتر را با    aو ضلع بزرگتر مقطع عرضی را با    Lا با  اگر طول میله ر

 دهد که مقدار آن برابر است با:  دهیم )شکل زیر( ، ماکزیمم تنش برشی در امتداد خط مرکزی وجه بزرگتر میله روی می

 

 

 توان به صورت زیر بیان کرد: زاویه پیچش را نیز می

 

aفقط به نسبت  2cو  1cضرایب 
b

 آیند. بستگی دارند و از جدول زیر بدست می 

 



 

 

  

 

 

 

توان از رابطه پیچش در مقاطع مستطیلی استفاده کرد.  برای یک عضو جدار نازک باز با ضخامت یکنواخت و با شکل دلخواه می

aدر این حالت با  
b

 بسیار بزرگی سروکار داریم لذا  

1 2 0.333c c=  

 

 

 

 



 

 

  

توان با یک محاسبه ساده، توزیع تنش ناشی از پیچش را با تقریب خوبی تعیین کرد. برای این  میدر مقاطع جدارنازک بسته  

ای را که تحت بارگذاری پیچشی است، مطابق شکل زیر در نظر بگیرید. گرچه منظور یک استوانه توخالی با مقطع غیردایره

 توان در مقایسه با سایر ابعاد صرفنظر کرد.تغییر کند، ولی از این ضخامت می دیواره ممکن است در مقطع عرضی tضخامت

 

 کنیم: از میله را به صورت زیر در نظر گرفته و تعادل آن را بررسی می ABالمان  

 

 

 دانیم:از طرفی می

 

 

 

در سرتاسر عضو ثابت  tتوان نتیجه گرفت که کمیت اند، میبه طور اختیاری انتخاب شده Bو  Aبا توجه به اینکه نقاط 

 است. لذا:   

 

 



 

 

  

جدارنازک به موازات سطح دیواره لازم به ذکر است که طبق شکل زیر، تنش برشی در هر نقطه از مقطع عرضی عضو توخالی 

 کند. شود در رابطه زیر صدق میاست و مقدار متوسط آن که در عرض دیواره محاسبه می

 

 

qبه کمیت  t= گوییم. برای بدست آوردن رابطه بین گشتاور جریان برش در دیواره میله جدارنازک میT   وارد بر عضو و

 گیریم: در دیواره، المانی به صورت شکل زیر در نظر می qجریان برش 

 

 باشد:میمقدار نیروی برشی وارد بر المان به صورت زیر 

 

 



 

 

  

 باشد:به صورت زیر می Oگشتاور این نیرو نسبت به نقطه اختیاری  

 

 

 خورده در شکل برابر است. لذا: با دوبرابر مساحت مثلث سایه dsکمیت 

 

انتگرال کمیت  
OdM   بر مقطع جداری و این لنگر نیروهای برشی جزئی وارد  برابر است با مجموع  پیرامون مقطع جداری 

 وارد بر عضو توخالی برابر است. لذا: Tمجموع نیز با گشتاور 

 

 ثابت است داریم:  qو چون جریان برشی 

 

 مساحتی است که توسط خط مرکزی مقطع عرضی دیواره محدود شده است.   که در آن 

 

 در نهایت تنش برشی در هر نقطه از دیواره به صورت زیر بدست می آید: 

 

 



 

 

 
مقدار تنش برشی از رابطه بالا، مقدار متوسط باشد. باید توجه کرد که  ضخامت دیواره در نقطه مورد بررسی می  tکه در آن  

توان یکنواخت فرض های الاستیک میتنش برشی در عرض دیواره است ولی توزیع تنش در عرض دیواره را برای تغییرشکل

 کرد و تنش برشی بدست آمده را مقدار واقعی تنش در نقطه داده شده دانست.

های انرژی با فرض تغییر شکل الاستیک، از رابطه زیر بدست فاده از روشزاویه پیچش یک میله جدارنازک بسته را با است

 آورد. 

 

 شود.که در آن، انتگرال در امتداد خط مرکزی مقطع جداری محاسبه می

 



 

 

 

 

  



 

 

 

 آوریم.  ابتدا با استفاده از معادلات تعادل استاتیکی، گشتاور پیچشی در بخش های مختلف سازه )شفت ها( را بدست می

 شود:میزده و با ترسیم نمودار جسم آزاد، معادله تعادل گشتاور به صورت زیر نوشته  ABمقطع دلخواهی در شفت  

 

 

 شود:زده و با ترسیم نمودار جسم آزاد، معادله تعادل گشتاور به صورت زیر نوشته می BCمقطع دلخواهی در شفت  

 

 

 گردد: تنش برشی حداکثر و حداقل به صورت زیر محاسبه می BCبرای شفت توخالی 

 

 

 

 



 

 

 توزیع تنش برشی در شکل زیر نشان داده شده است. که   

 

 

 گردد:با در نظر گرفتن تنش برشی مجاز، ابعاد شفت به صورت زیر طراحی می CDو   ABهای  برای شفت

 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

 الف( برای شفت طراحی شده اولیه به صورت زیر داریم:   

 

 

 

 ب( برای شفت توپر با همان وزن، با توجه به برابری وزن مخصوص و طول در دو حالت، خواهیم داشت: 

 

 

 



 

 

 در نتیجه:   

 

شود که مساحت مقطع عرضی ج( در این حالت، با توجه به برابری وزن مخصوص و طول با حالت های قبلی، نتیجه می

 کند و داریم:تغییر نمی

 

 

 

 در نتیجه: 

 

 گیرید؟ ای میهای مختلف چه نتیجه مقایسه حالتاز 

 



 

 

  



 

 

با توجه به اینکه در طول میله مورد نظر مقطع تغییر کرده و همچنین به غیر از انتهای میله، گشتاور وارد می شود، لازم است   

علامت( زاویه دوران انتهای میله  های مختلف )با رعایت های مختلف تقسیم شده و از جمع زاویه دوران قسمتمیله به بخش

 بدست آید. 

های مختلف میله به صورت زیر  با استفاده از اصول استاتیک و به روش مقطع زدن و بررسی تعادل گشتاوری، گشتاور بخش

آید: بدست می  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 گردد:میممان اینرسی بخش های مختلف میله با توجه به سطح مقطع آن به صورت شکل زیر، محاسبه  

 

 

گردد: در نهایت زاویه پیچش در انتهای میله به صورت زیر محاسبه می  

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

   

توان تنها با استفاده از معادلات تعادل استاتیکی، سازه را تحلیل کرد. با یک مساله نامعین استاتیکی سروکار داریم و نمی

و گشتاور وارده از میله را با  1Tباشد. گشتاور وارده از لوله بر دیسک را با نمودار جسم آزاد دیسک صلب به صورت زیر می

2T :نشان می دهیم و از تعادل داریم 

 

 

باشد و رابطه زیر را برای اند، زاویه پیچش آنها با هم برابر میبا توجه به اینکه لوله و شفت به دیسک صلب متصل شده

 تغییرشکل ها داریم:

 

 



 

 

ظر گرفتن تنش مجاز داریم:برای لوله آلومینیومی با در ن    

 

 

 

 

حال از رابطه قبلی بدست آمده، مقدار گشتاور وارد بر میله فولادی را بدست می آوریم و براساس آن، تنش برشی حداکثر در 

تنش مجاز فولاد مقایسه می نماییم.میله فولادی را محاسبه و با   

 

 



 

 

 

 

باشد دهد که فرض انجام شده نادرست میبالاتر از تنش مجاز می باشد، نشان میبا توجه به مقدار بدست آمده برای تنش که 

 و باید اصلاح گردد. لذا داریم: 

 

 

باشد:در نهایت حداکثر گشتاور مجاز وارد بر سازه به صورت زیر می  

 

 



 

 

  



 

 

 گردد: مقطع زاده و نمودار جسم آزاد به صورت زیر ترسیم می Bو   Aتیر را در محل نقاط    

 

آید. مساحت میانه مقطع جدارنازک  نیوتن.متر بدست می 35با استفاده از معادلات تعادل، لنگر پیچشی در مقطع موردنظر برابر 

 مطابق شکل زیر می باشد: 

 

 

 



 

 

  گردد:با در نظر گرفتن ضخامت مقطع در هر نقطه، به صورت زیر محاسبه می Bو  Aتنش در نقاط   

 

 

 

 

 

تیر را در امتداد طولی به دو بخش تقسیم کرده و مقدار لنگر پیچشی در هر بخش با توجه به نمودار جسم آزاد، به صورت  

 : گرددمیزیر تعیین 

 

 



 

 

 نماییم:را به صورت زیر محاسبه می Cحال زاویه پیچش در انتهای   

 



 

 

 

 

اگر یادتان باشد در جلسات قبل در بحث نیروی برشی تاکید داشتیم که بار در صفحه تقارن اعمال شود. که در این حالت ها  

تحت اثر اعمال بار تیر خم شده و تنش نرمال و برشی ناشی از لنگر خمشی و نیروی برشی را براساس روابط بدست آمده، 

 کردیم. تعیین می

عمودی را در نظر بگیرید که تحت بارگذاری عرضی در آن صفحه تقارن قرار دارد. این تیر طبق آنچه  تیر زیر با صفحه تقارن  

و نیروی برشی  Mهای نرمال و برشی ناشی از لنگر خمشی  در جلسات قبل یاد گرفتیم در صفحه بارگذاری خم شده و تنش

V آید:ی با استفاده از روابط زیر بدست میدر مقطع عرض 

 

 



 

 

 تنش نرمال:  

  

 تنش برشی: 

 

نیز از مرکز سطح مقطع   Pدرجه چرخانده و خط اثر   90حال حالتی از تیر با مقطع ناودانی قبل را در نظر بگیرید که به اندازه 

باشد. سوال مهم این است که آیا از روابط قبلی برای دلخواه از تیر به صورت زیر میانتهایی بگذرد. نیروهای داخلی در مقطع 

 توان استفاده کرد یا نه؟محاسبه تنش نرمال و برشی می

 

ی محاسبه  در این حالت هنوز در امتداد محور اصلی مقطع است و محور خنثی بر آن محور منطبق است، لذا برا  Mبردار کوپل  

 توان استفاده کرد: تنش نرمال همچنان از رابطه زیر می

 

 توان از رابطه زیر استفاده کرد: اما برای محاسبه تنش برشی در این مقطع نمی

 



 

 

 

 

رود که دارای صفحه تقارن عمودی باشد. در این حالت عضو تحت بار وارده برخلاف زیرا این رابطه برای عضوی به کار می

 شود )مطابق شکل زیر(. حالت قبل، علاوه بر خمیده شدن، پیچیده نیز می

 

 

  

شود که این نقطه مرکز ای وجود دارد که با اعمال بارگذاری در آن نقطه، در مقطع لنگر پیچشی ایجاد نمیبرای هر مقطع، نقطه

 شکل ایجاد شده دقت کنید.  های زیر و محل اعمال بار و تغییربرش نام دارد. برای فهم این تعریف به شکل

 

 بار گذاری در مرکز برش اعمال نشده است.

 



 

 

 

 

 بار گذاری در مرکز برش اعمال شده است. 

 مرکز برش مقطع ناودانی را بدست بیاوریم. حال با استفاده از آنچه در جلسات قبل یاد گرفتیم، قصد داریم 

فرض کنید مطابق شکل زیر، نیروی برش در مرکز برش مقطع ناودانی وارد شود. در این حالت تیر فقط خم شده و دچار 

 توان از رابطه زیر بدست آورد: پیچش نمی گردد و تنش برشی حاصل را می

 

 

 

  

 



 

 

 

 

 
  

 

 نیروی برش در مرکز برش تنش برشی  جریان برش نیروی معادل در اعضا

 

استفاده از تعادل استاتیکی  گردد. با توجه به شکل زیر و با  باشد که در اینصورت محل مرکز برش تعیین میمی  eهدف پیداکردن  

 خواهیم داشت:

 

int( ) ( )C external C ernalM M=  

 0 ( ) ( )
2 2

h hV e V F F  =  +  +  

 



 

 

 

 

 از طرفی می دانیم:

F F = 

 لذا داریم:
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 از جلسات قبل به یاد داریم که: 
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 در نتیجه داریم:
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 آید:و در نهایت محل مرکز برش براساس مشخصات هندسی مقطع به صورت زیر بدست می
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 باشد.  با محور تقارن مقطع می باشد، مرکز برش مقطع می Pکه محل تلاقی خط اثر   Oشکل زیر، نقطه پس در 

 

 

 

 

 

 

 

 اثر کند، عضو خواهد پیچید یا نه؟ Oبه صورت مایل مانند شکل زیر در نقطه   Pبه نظر شما اگر بار 

 

 گردد. توان به دو مولفه به صورت زیر تجزیه کرد که هیچکدام از آنها باعث پیچش عضو نمیرا می Pدر این حالت نیروی  

 

 

 



 

 

 

 

 کننده خواهد بود:یک مقطع کمکبه عنوان جمع بندی، موارد زیر برای تعیین مرکز برش 

 باشد.مرکز برش به مقدار نیروی برشی بستگی ندارد و یک مشخصه هندسی می -1

 مرکز برش روی محور تقارن مقطع قرار دارد.  -2

 در صورتی که مقطعی دو محور تقارن داشته باشد، مرکز برش در محل تلاقی محورهای تقارن قرار دارد.  -3

جدارنازک، اگر یک مقطع از چند جزء )عضو( هم راس تشکیل شده باشد، مرکز برش همان محل تلاقی اجزاء  در مقاطع  -4

 باشد. )اعضا( می

در بقیه موارد، همانند مثال ناودانی در بالا، با فرض اعمال نیروی برش در مرکز برش و با استفاده از رسم توزیع جریان   -5

ضا و بخش های مختلف ناشی از برش محاسبه شده و از برابری دو سیستم نیرویی،  برش و رابطه زیر، نیروی معادل در اع

 گردد. محل مرکز برش تعیین می

 

 



 

 

  

را در حالت کلی با شش مولفه بر وجوه یک المان کوچک مکعبی   Qجلسات اول دیدیم که حالت تنش در یک نقطه مانند    در

ها  حالت تنش در وضعیت جدید را با مجموعه دیگری از مولفهاگر محورهای مختصات را دوران دهیم، نشان داد.  Qبه مرکز  

ها و های تنش و کرنش بر اثر چرخش محورهای مختصات و تعیین تنشبا نحوه تبدیل  مولفه توان نشان داد. در این بخش می

 های اصلی )حداکثر و حداقل( آشنا خواهیم شد.کرنش

 

پردازیم، یعنی حالتی که در آن دو وجه المان مکعبی فاقد تنش ای مییل تنش در این بخش، عمدتا به تنش صفحه در بحث تبد

0zرا عمود بر این وجوه بگیریم، داریم   zهستند. اگر محور  zx zy  = = =   

 

 



 

 

 زیر نشان داده شده است. هایای در شکلای از حالت تنش صفحهنمونه   

 

 

 

 ای در شکل زیر نشان داده شده است. های تنش بر روی وجوه المان مکعبی در حالت تنش صفحه وضعیت مولفه

 

 



 

 

  zحول محور  مطابق شکل زیر وجود داشته باشد. حال المان را تحت زاویه  Qای در نقطه  فرض کنید حالت تنش صفحه   

 کنیم. های تنش در وضعیت قبلی تعیین میخانده و مولفه های تنش در وضعیت جدید را برحسب مولفهچر

 

xبرای تعیین تنش قائم       و تنش برشیx y      وارد بر وجه عمود بر محورx گیریم که  ، یک جزء منشوری را در نظر می

xو   yو   xوجوه آن، به ترتیب، بر محورهای      عمودند. مساحت وجه مایل را باA دهیم. با بررسی تعادل المان  نشان می

  موردنظر داریم:

 

 

 



 

 

  

 

 

 های بالا داریم: با حل معادله

 

 با توجه به روابط مثلثاتی زیر: 

 

 

 گردد: های تنش در وضعیت جدید به صورت زیر بیان میروابط قبلی بازنویسی شده و مولفه

 

 

 

های قائم وارد بر یک جزء )المان( مکعبی در حالت تنش شود. به عبارتی مجموع تنشاز روابط بالا، نتیجه مهم زیر حاصل می

 صفحه ای از وضعیت آن جزء مستقل است. 

 

 



 

 

xمعادله بدست آمده برای         وx y    های پارامتری یک دایره اند، یعنی اگر نقطهمعادله  M    به طولx     و به عرضx y    

گیرند. برای آیند روی یک دایره قرار میرسم کنیم، تمام نقاطی که به این ترتیب بدست می را برای هر مقدار معلوم پارامتر 

 کنیم. در نتیجه داریم:را از معادلات حذف می تعیین معادله این دایره، 

 

 تعاریف زیر و جایگذاری در رابطه بالا، با استفاده از 

 

 

)به مختصات   Cو با مرکز  Rمعادله دایره به شعاع   ,0)ave  .به صورت زیر بدست می آید 

 

 



 

 

  

 

xبه طول   Nبه علت تقارن دایره نسبت به محور افقی، اگر نقطه     و به عرضx y  −   را به جای نقطهM کردیم، رسم می

 رسیدیم. به همان نتیجه بالا می

 

را که محل تلاقی دایره با محور افقی است، متناظر با مقادیر حداکثر و حداقل تنش نرمال بوده و در هر دو نقطه    Bو   Aنقاط  

 باشد: باشد. زاویه دوران متناظر با این نقاط )مطابق شکل( به صورت زیر میصفر می تنش برشی 

 

 



 

 

گویند و صفحاتی  می  Qباشد را تنش های اصلی در نقطه  می  minو    maxکه متناظر با    Bو   Aنرمال در نقاط    تنش های  

 می گویند )مطابق شکل زیر(.  Qبر آنها وارد می شوند، صفحات اصلی تنش در نقطه  هارا که این تنش

 

 گردد: با استفاده از روابط بالا و دایره ترسیمی، مقادیر تنش های اصلی به صورت زیر تعیین می

 

 

خواهد شد. مقدار این زاویه و تنش برشی حداکثر   با توجه به دایره ترسیمی، تنش برشی نیز در یک زاویه مشخصی حداکثر

 گردد: از روابط زیر تعیین میسازی های ریاضی روابط قبلی، بعد از مقداری محاسبات و ساده

 



 

 

  

 

 

 

 ای با هم دارند؟صفحات اصلی تنش چه زاویهبه نظر شما )با توجه به دایره ترسیمی( صفحات تنش برشی حداکثر و 

 درجه دارند.  45صفحات تنش برشی حداکثر با صفحات اصلی تنش زاویه  

 

 

با توجه به شکل  باشد. برای ترسیم دایره موهر  ای میدایره ترسیمی در بخش قبلی، همان دایره مور )موهر( برای تنش صفحه

 کنیم: به صورت زیر عمل می

 

 



 

 

)به مختصات   Xنقطه  -   , )
x xy

 − کنیم. را روی نمودار مشخص می 

)به مختصات  Yنقطه  -2 , )
y xy

 + کنیم.را روی نمودار مشخص می 

3- X و Y کنیم و نقطه تقاطع خط را با خطی راست به هم متصل میXY  با محور افقی راC  .می نامیم 

 ترسیم می کنیم. XYو قطر  Cای به مرکز دایره -4

 

 

 

,های تنش چون دایره مور به طور یکتا تعریف شده است، با در نظر گرفتن مولفه ,x y y x       متناظر با محورهایx   و

y  همان دایره را بدست آورد.  توان)شکل زیر( می 

 



 

 

  

 

 های اصلی و تنش برشی حداکثر و صفحات مربوطه نشان داده شده است. در دایره مور زیر، وضعیت تنش

 

 

و نرمال جهت رسم دایره به صورت زیر عمل می کنیم. وقتی تنش برشی   های برشیدر نهایت برای تشخیص علامت تنش

با آن وجه در وارد بر یک وجه معین تمایل دارد المان تحت بررسی را به طور ساعتگرد بچرخاند، نقطه روی دایره مور متناظر 

وارد بر یک وجه معین تمایل دارد المان را به طور پادساعتگرد بچرخاند، نقطه    بالای محور افقی قرار دارد. وقتی تنش برشی

 گیریم.متناظر با آن وجه در پایین محور افقی قرار دارد. همچنین تنش کششی را مثبت و تنش فشاری را منفی در نظر می

 



 

 

 

 

 یم، مرور می شود. در ادامه دایره مور مربوط به بارگذاری محوری و پیچشی که قبلا بررسی کرده بود

 بارگذاری محوری: 

 

 

 : پیچشی بارگذاری

 

 

 



 

 

و در هر یک از این صفحات به طور یکسان   دهندای یعنی حالتی که تغییر شکل ماده در صفحات موازی روی میکرنش صفحه  

0zرا عمود بر این صفحات انتخاب کنیم،   zهستند. اگر محور  zx zy  = = ,های کرنش  و فقط مولفه  = ,xy y x      باقی

های ثابت گاهآن تحت بارهای یکنواخت توزیعی قرار دارند و تکیه  هایدهد که لبه ای روی میمانند. این حالت در صفحه می

های ای با طول بینهایت که جوانب آن تحت بارشوند. این حالت در میله هموار و صلبی مانع انبساط یا انقباض جانبی آن می

توانند به طرف رضی نمییکنواخت توزیعی قرار دارند نیز روی می دهد زیرا، به علت تقارن، اجزای واقع در یک صفحه ع

دهد که در یک میله بلند واقعی که تحت بارهای عرضی یکنواخت  خارج آن صفحه حرکت کنند. این مدل ایده آلی نشان می

 آید. ای به وجود میقرار دارد، در هر مقطع عرضی که خیلی نزدیک انتهای میله نباشد حالت کرنش صفحه توزیعی 

 

 

 



 

 

 ای به طور همزمان می تواند روی دهد؟ ای و حالت تنش صفحهبه نظر شما آیا حالت کرنش صفحه  

به صورت زیر وجود دارد. تحت کرنش های وارده، مربع به متوازی الاضلاع    Qای در نقطه  فرض کنید حالت کرنش صفحه

 تبدیل خواهد شد که در جلسات اول بررسی نمودیم. 

 

 آوریم.  های قدیم بدست میدوران داده و مولفه های جدید کرنش را بر حسب مولفه به اندازه  حال محورهای مختصات را 

 

 با استفاده از روابط هندسی و مثلثات در نهایت رابطه بین مولفه های کرنش جدید و قدیم به صورت زیر بدست می آید: 

 



 

 

  

 

 

 

 با استفاده از روابط بالا داریم: 

 

 

توان دایره مور کرنش ای میرنش صفحهای در این حالت نیز با توجه به روابط بدست آمده برای تبدیل کهمانند تنش صفحه 

 را به صورت شکل زیر ترسیم کرد.

 



 

 

 باشد:ای به صورت زیر میمرکز و شعاع دایره مور کرنش صفحه  

 

در خصوص علامت کرنش برشی، اگر تغییر شکل برشی باعث دوران ساعتگرد یک ضلع شود، نقطه متناظر در دایره مور 

 شود و بالعکس. در بالای محور افقی رسم می ایکرنش صفحه

  با توجه به دایره مور ترسیمی و روابط ریاضی بدست آمده برای تبدیلات کرنش، مقادیر حداکثر و حداقل کرنش نرمال

 آید:و برشی و زاویه مربوطه به صورت زیر بدست می های اصلی()کرنش

 

 

 گردد:میامتداد محورهای اصلی کرنش به صورت زیر تعیین 

 

 

 



 

 

 گردد: با توجه به دایره مور به صورت زیر تعیین می داخل صفحه کرنش برشی حداکثر  

 

 آیا محورهای اصلی کرنش بر محورهای اصلی تنش منطبق است؟

نیز   در حالت تغییر شکل الاستیک یک ماده همگن و همسانگرد، طبق قانون هوک، اگر تنش برشی صفر باشد، کرنش برشی

 صفر خواهد بود. یعنی محورهای اصلی کرنش بر محورهای اصلی تنش منطبق است. 

 باشد.یادآوری می شود که جهت دوران در المان و دایره یکسان و میزان دوران در دایره دو برابر دوران در المان می

 

 

 



 

 

 

توان دو علامت  تعیین کرد. برای این منظور میکرنش قائم را در هر جهت دلخواه روی سطح یک عضو ساختمانی یا مکانیکی 

اندازه گرفت و کرنش را با استفاده از    را روی یک خط با امتداد دلخواه نشانه زد و طول پاره خط را قبل و بعد از بارگذاری

تر کرنش قائم، از کرنش سنج  گیری دقیقروابط جلسات اول که نسبت تغییر طول به طول اولیه بود، حساب کرد. برای اندازه

 شود. الکتریکی استفاده می

و   yو  xتوان از یک نقطه، می های قائم در امتداد سه خط دلخواه گذراگیری کرنشبا توجه به شکل و روابط زیر، با اندازه

xy  .را در آن نقطه بدست آورد 

 

 

 

1گیری سه کرنش قائم ها را که برای اندازهسنجآرایش کرنش 2 3, ,   گویند. میرود گلبرگ کرنش به کار می 

 

 



 

 

 

 



 

 

ها برای تنش نرمال و برشی،  دایره مور المان داده شده با استفاده از آنچه در کلاس درس یادگرفتیم و رعایت قرارداد علامت  

 گردد: به صورت زیر ترسیم می

 

 

 

 گردد:امتداد محورهای اصلی با توجه به دایره مور و مثلثات به صورت زیر محاسبه می

 

 گردد:مقادیر تنش های اصلی نیز به صورت زیر محاسبه می

 

 



 

 

 های اصلی و امتداد محورهای اصلی نشان داده شده است. در شکل زیر تنش  

 

درجه در جهت    60درجه لازم است نقطه متناظر با وجه المان اصلی به اندازه    30برای تعیین تنش ها در المانی با دوران  

 های نرمال و برشی را بدست آورد. المان، روی دایره مور دوران داد و مقادیر تنشیکسان با دوران 

 

 



 

 

 با توجه به دایره مور داریم:   

 

 مقادیر تنش ها و جهت آنها در شکل زیر نمایش داده شده است. 

 در المان است، دقت کنید.به جهت تنش ها با توجه به مقادیر تنش ها روی دایره مور در هر نقطه که متناظر با هر وجه 

 

 



 

 

  



 

 

 گردد:به صورت زیر تعیین می Hبا استفاده از اصول استاتیک، نیروهای داخلی در مقطع شامل نقطه    

 

 

به صورت زیر تعیین می      Hهای نرمال و برشی ناشی از نیروهای داخلی و علامت آنها را در المانی در نقطه  حال مقادیر تنش

 آورد.  یچگونه تنش برشی به وجود نمیه Hدر نقطه   Pکنیم. نکته مهمی که باید توجه کنیم این است که نیروی برشی 

 

 

 

 



 

 

گردد.  های اصلی به صورت زیر تعیین میها، محورهای اصلی تنش و مقادیر تنشحال با استفاده از روابط مربوط به تبدیل تنش  

 شود که می توانید از دایره مور هم استفاده کنید.یادآوری می

 

 

 

 امتداد محورهای اصلی در المان شکل زیر نمایش داده شده است. های اصلی و مقادیر تنش

 

 



 

 

  



 

 

 با توجه به محورهای مختصات در شکل، داریم:  

 

ط به گلبرگ کرنش در کلاس درس و مقادیر بالا داریم: بو با استفاده از روابط مر  

 

 از حل سه معادله بالا، داریم:

 

شود:کرنش در روابط بالا، نتیجه میبا جایگذاری مقادیر داده شده برای   

 

 ها به صورت زیر ترسیم می شود:های مذکور در المانی به صورت زیر نشان داده شده است. دایره مور متناطر با کرنشکرنش

 

 



 

 

  

 

 

 

 

 گردد:با استفاده از دایره مور کرنش، مقادیر کرنش های اصلی محاسبه می

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

 باشد:مرکز برش مقطع در کلاس درس تعیین گردید که به صورت زیر میموقعیت   

 

 

باشد: ممان اینرسی مقطه به صورت زیر می  

 

 خواهیم داشت: tبا صرفنظر کردن از جملات با درجات بالا  

 

 با جایگذاری در رابطه مرکز برش داریم:

 

 و در نهایت:

 

 



 

 

 گردد: نیروی معادل به صورت زیر تعیین می-نیروی برش را به مرکز برش منتقل کرده و سیستم کوپلحال   

 

 

 

حال ماکزیمم تنش برشی تحت بار برش اعمالی در مرکز برش و پیچش را جداگانه تعیین و در نهایت با استفاده از اصل  

 کنیم:جمع آثار ترکیب می

 رکز برش تنش برشی حداکثر تحت نیروی برش در م

 

 

 

 

 



 

 

   

 

 

 

 

 

 تنش برشی حداکثر تحت پیچش 

 

 

 گردد:و در نهایت با استفاده از اصل جمع آثار، تنش برشی حداکثر کل به صورت زیر تعیین می

 

 

 



 

 

  



 

 

قرار دارد. لذا با توجه به آنچه در کلاس درس یاد گرفتیم، مرکز برش مقطع عرضی نبشی جدار نازک در محل تلاقی اجزاء   

 شود لذا پیچش در مقطع بوجود نمی آید. بار وارده چون در مرکز برش وارد می

yبا توجه به شکل زیر محور   باشد، لذا محورهای محور تقارن مقطع میy   وz   تقارن(، محورهای ) عمود بر محور

 باشند. اصلی مرکزی مقطع می

 

  گردد:به آنچه قبلا یاد گرفتیم ممان اینرسی مقاطع زیر به صورت مقابل محاسبه می با توجه
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 گردد: حال با توجه به یادآوری بالا، ممان اینرسی مقطع حول محورهای اصلی به صورت زیر محاسبه می

  

 



 

 

های موازی با محورهای اصلی تجزیه کرده و تحت هر مولفه با استفاده از رابطه تنش حال نیروی برش در مقطع را به مولفه  

 کنیم ناشی از نیروی برشی، تنش را محاسبه می

 

 

 

 

 



 

 

 گردد: حال با استفاده از اصل جمع آثار، تنش برشی کل به صورت زیر تعیین می  

 

 

 برشی کل در مقطع به صورت زیر می باشد: توزیع تنش 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

Aبا استفاده از اصول استاتیک، نیروهای داخلی در مقطع     A − گردد: به صورت زیر تعیین می 

 

 

 باشد:به صورت زیر می)جدول اشتال( مشخصات هندسی مقطع با استفاده از جداول مربوط به مقاطع نورد شده 

 

 تنش نرمال در مقطع عرضی 

 

 :  aتنش نرمال در نقطه  

 

 :   bتنش نرمال در نقطه  

 

 



 

 

 تنش برشی در مقطع عرضی   

 با توجه به شکل زیر 

 

 

 : aتنش برشی در نقطه  

 

 :   bتنش برشی در نقطه  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 گردد: تعیین میمقادیر حداکثر تنش نرمال در این نقطه به صورت زیر  bحال با توجه به المان تنش به صورت زیر در نقطه   

 

 

 

 

 

 

 



 

 

  



 

 

 باشد: با استفاده از اصول استاتیک، دیاگرام نیروی برشی و لنگر خمشی در طول تیر به صورت زیر می 

 

 باشد:با توجه به نمودارهای ترسیم شده مقادیر حداکثر لنگر خمشی و نیروی برشی به صورت زیر می

 

نرمال مجاز، حداقل مدول )اساس( مقطع موردنیاز برای تحمل لنگر ناشی از بار وارده  با توجه به حداکثر لنگر خمشی و تنش 

 باشد:به صورت زیر می

 

 



 

 

گردد. به عنوان حال با استفاده از جداول مربوط به مقاطع نورد شده )جدول اشتال( پروفیل مورد نظر برای مقطع انتخاب می  

 م:ای از این جداول به صورت زیر، دارینمونه 

 

با توجه به جدول فوق، سبک ترین مقطع که شرط مدول )اساس( مقطع را برآورده کند، به عنوان اولین گزینه انتخاب و سایر  

 گردد. مقطع انتخابی به صورت زیر می باشد: شرایط بررسی می

 

 تنش برشی در تیر 

توان کارانه میی برش به صورت محافظهبا توجه به آنچه در کلاس درس یاد گرفتیم، در حالت طراحی چنین مقطعی برا 

 فرض کرد که برش حداکثر به صورت یکنواخت در جان تیر توزیع شده است. لذا داریم:

 

 



 

 

 کنیم:های نرمال و برشی را در مقطعی از تیر که لنگر خمشی حداکثر می باشد، کنترل میحال مقادیر تنش  

 

 

 و دایره مور متناظر با آن، داریم:   bبا توجه به المان تنش به صورت زیر در نقطه 

 

 

 

 مقطع عرضی نیز قابل انجام است.   aهمین بررسی به سادگی در نقطه 

 



 

 

  



 

 

   

را به صورت زیر بدست  Hکوپل ) نیروهای داخلی( در مقطع عرضی شامل نقطه  -با بررسی تعادل استاتیکی، سیستم نیرو

 آوریم:می

 

 

 

 گردد:ها )نرمال و برشی( ناشی از نیروهای داخلی به صورت زیر محاسبه میمشخصات هندسی مقطع برای محاسبه تنش

 

 کنیم. تعیین می Hهای نرمال و برشی را تحت نیروهای داخلی در نقطه ر تنشحال مقادی

 



 

 

 تنش نرمال  

 باشد. می xMو  zMو لنگرهای خمشی  Pتنش نرمال ناشی از نیروی محوری 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 برشی تنش   

برابر صفر بوده و لذا تحت  zنسبت به محور   Hدر نقطه   Qرا اگر بررسی کنیم مقدار   xVدقت کنید که نیروی برشی  

 گردد:به صورت زیر تعیین می zVباشد. تنش برشی ناشی از نیروی ، تنش برشی برابر صفر می xVنیروی برشی  

 

 

ها و محورهای اصلی و استفاده از دایره موهر )مور(، مقادیر تنشبه صورت زیر و  Hحال با استفاده از المان تنش در نقطه 

 گردد:تنش حداکثر برشی به صورت زیر تعیین می

 



 

 

  

 

 

 

 

 



 

 

 به عنوان جمع بندی به موارد ذیل دقت کنید:  

 1الف: بحث 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 2: بحث ب 

 

 

 تیر تحت بارگذاری دلخواه 

 

 

 

 در نقاط مختلف مقطع )عرضی(المان تنش  های اصلی تنش

 

 

 

 

 


